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1. Das Tangentenproblem

Vor der Sendung

In Anwendungsgebieten der Wirtschaft, der Technik, der Naturwissenschaften ist es fur
Prognosen bei Prozessen und Abldufen oft wichtig zu wissen, wie sich eine GréBe im
weiteren Verlauf des Prozesses andern wird. Haufig wird von einer Tendenz gespro-
chen: Tendenz schwach fallend, gleichbleibend, stark ansteigend. Beispiele sind die
Preisentwicklung, die Arbeitslosenzahl, Luftdruckschwankungen, der Pegelstand eines
Flusses, die Zahl der Infektionen an einem bestimmten Virus. Bei solchen funktionalen
Zusammenhangen sind begriindete Vorhersagen nur méglich, wenn auBer dem Mess-
wert selbst auch das Anderungsverhalten der Funktion bekannt ist.

Die Frage nach dem Anderungsverhalten einer Funktion an einer Stelle fiihrt mathema-
tisch zu der Kernfrage der Differenzialrechnung: Wie groB ist die Steigung des Graphen
einer Funktion in einem bestimmten Punkt? Mit algebraischen Mitteln lasst sich das
nicht so einfach beantworten. Es missen ein neues Verfahren entwickelt und neue Beg-
riffe eingeflihrt werden.

Den Begriff "Steigung" haben Sie im Zusammenhang mit linearen Funktionen und deren
Graphen (Geraden) kennengelernt (siehe Begleitmaterial zum Telekolleg "Grundkurs
Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Kapitel 7). Darauf baut die-
se Lektion auf. Sie sollten deshalb Ihr Wissen Uber lineare Funktionen und die Steigung
von Geraden jetzt wiederholen.

Ubersicht

1.

Es wird erarbeitet, was man unter der Steigung eines Graphen in einem Punkt ver-
steht, wenn dieser keine Gerade, sondern eine gekriimmte Linie ist.

Ein Anndherungsprozess hilft weiter. Um den Prozess mathematisch exakt fassen zu
kénnen, wird — zundchst anschaulich — ein neuer Begriff eingefiihrt werden, der fur die
gesamte Differenzialrechnung und darlber hinaus eine zentrale Bedeutung hat: der
Grenzwert. Auf der Grundlage dieses Begriffs wird ein Verfahren erarbeitet, das die Be-
rechnung der Steigung eines Graphen in einem Punkt ermdéglicht.

Es folgt die Anwendung des neuen Verfahrens auf die Funktionen y=x2 und y=x°. Die
Steigung dieser Graphen in verschiedenen Punkten wird bestimmt.

SchlieBlich erfolgt eine Verallgemeinerung so, dass man mithilfe einer Formel die Stei-
gung der Graphen dieser Funktionen in jedem beliebigen Punkt einfach berechnen
kann.



1.1

Steigung einer Geraden - Steigung eines Graphen

Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit

Eine Kugel rollt auf einer Bahn mit einer konstanten Geschwindigkeit. In regelmaBigen
Zeitabstanden wird die Entfernung der Kugel von ihrem Ausgangspunkt gemessen. Das
Ergebnis ist in folgender Tabelle dargestellt.

x [s] 0 1 2 3 4 5 6
y [m] 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Man erkennt aus der Tabelle, dass die Kugel in gleichen Zeitabschnitten gleiche Wege
zuriicklegt. Von Sekunde zu Sekunde wird der zurlickgelegte Weg um 0,5 m groBer.
Wenn ein Korper in gleichen Zeiten gleiche Wege zurticklegt, sagt man in der Physik:
Der Kérper bewegt sich gleichférmig.

Das Diagramm rechts zeigt, wie viel Meter die
Kugel nach einer bestimmten Zeit insgesamt .
zurlckgelegt hat. Auf der horizontalen Achse
ist die Zeit x mit der Einheit "Sekunden" ab-
getragen, auf der vertikalen Achse die Entfer-
nung y vom Ausgangspunkt mit der Einheit
"Meter".

y[m]

Die Zuordnung "Zeit->Weg" ist eine lineare
Funktion. Der Graph der Funktion ist eine Ge-
rade. Auch am Graphen erkennt man, dass
die Kugel pro Sekunde 0,5 m zuriicklegt. Die Gleichung der Geraden lautet: y = 0,5x.
Der Zahlenwert 0,5 gibt die Steigung der Geraden an. Die Steigung der Geraden ent-

spricht der Geschwindigkeit der Kugel: 0,5%.

Wenn Sie lhr Wissen Uber lineare Funktionen, tGber Gleichung und Steigung einer Gera-
den auffrischen wollen, kénnen Sie die entsprechenden Informationen im Begleitmateri-
al zum Telekolleg "Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonomet-
rie" im Abschnitt 7.2 (Seite 82) nachlesen.

" In der Physik wird die Zeit in der Regel mit der Variablen t und der Weg mit der Variablen s bezeichnet.



Bestimmung der Steigung einer Geraden

Das Diagramm rechts stellt eine andere . “m_] P
gleichférmige Bewegung dar. Um die Ge-
schwindigkeit des Koérpers zu bestimmen,
muss man die Steigung der Geraden ermit- - Py
teln. '
Dies kann folgendermaBen geschehen: 1
— Man wahlt zwei beliebige Punkte auf der
Geraden. x[s]
- Man bildet die Differenz der y-Werte und | ° ! 2 3 H T
die Differenz der x-Werte. '
— Man bildet den Quotienten der y-Differenzen durch die x-Differenzen.
. Differenz der Differenz der .
zwei Punkte y-Werte x-Werte Steigung
Beispiel: Po2 | 1,5); Pi(4]3) 3-15=15 4-2=2 % =075
allgemein: | Po(xo| yo), P1(x1]y1) Y1 = Yo X1 = Xo ﬁ

Im Beispiel ist die Steigung der Geraden 0,75. Die Geschwindigkeit des Kérpers betrégt

also 0,75%.

Eine Gerade durch die Punkte Po(Xo| yo) und Ps(x1 | y) hat die Steigung: m =150

X1~ Xo

Mittlere Geschwindigkeit

Die Fahrt mit dem Auto ist ein alltagliches
Beispiel fir eine Bewegung, bei der die Ge-
schwindigkeit nicht konstant ist. Der Graph
einer solchen Autofahrt kénnte zum Beispiel
so aussehen, wie im rechten Bild dargestellt.
Aufgrund des Graphen lasst sich die Fahrt
wie folgt beschreiben: Am Anfang steigt der
Graph langsam an, dann immer starker. Das
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heiBt, der Wagen wurde immer schneller. Dann flacht der Graph ab, die Geschwindig-
keit wird wieder kleiner. Nach 25 Minuten, also ab dem Punkt A, nimmt die Geschwin-
digkeit des Autos wieder zu. Vielleicht hat der Fahrer jetzt die Autobahn erreicht.

Weil ihn die Geschwindigkeit, die er zwischen
A und B gefahren ist, interessiert, dividiert der
Fahrer die Anzahl der Kilometer durch die
Zeit, die er fur die Strecke bendtigt hat:

15km  15km-3

N _15%km-3_,5KM  Das ist die mittlere
20 min 60 min h

Geschwindigkeit (Durchschnittsgeschwin-
digkeit) zwischen A und B. Im Punkt A ist die
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y [km]

20 min

x [min]

30 45

tatsachliche Geschwindigkeit kleiner als die mittlere Geschwindigkeit, im Punkt B gro-

Ber.




Momentangeschwindigkeit — Steigung eines Graphen in einem Punkt
Welches ist aber die tatséchliche Geschwindigkeit des Autos im Punkt B? Die tatsachli-
che Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeit, die der Tachometer anzeigt. Man nennt

sie die Momentangeschwindigkeit im Punkt
B.

Nehmen wir einmal an, das Auto wilrde ab
Punkt B mit konstanter Geschwindigkeit wei-
terfahren. Dann wirde der Graph im Punkt B
in eine Gerade Ubergehen, und zwar ohne
Knick. Die Momentangeschwindigkeit im
Punkt B wirde "konserviert". An der Geraden
24km 24km-6 km

10 min By

kann man ablesen: . .
60 min h

Dies ist die Momentangeschwindigkeit im
Punkt B.

Diese Uberlegungen erdffnen uns eine Még-
lichkeit, graphisch die Momentangeschwin-
digkeit in einem beliebigen anderen Punkt zu
bestimmen, zum Beispiel im Punkt C.

Man zeichnet, so gut es geht, eine Tangente
an den Graphen.

AnschlieBend bestimmt man die Steigung der
Tangente.
7 km 77km-4728

15min 60 min h

km

Das lasst sich verallgemeinern:

¥ [km]
30
20
10
* [min]
15 30 45
y [km]
30
20 c 7 km
15 min
10
x [min]
15 30 45

Unter der Steigung eines Graphen in einem Punkt P versteht man die Steigung der

Tangente an den Graphen im Punkt P.

Aufgaben zu 1.1

1.

Bestimmen Sie die Steigung der Geraden, die durch folgende Punkte geht:

a) P([7) ; Q1)

b) P2[1) ; Q@2-7)

c) P(4,5/1,6) ; Q(2,3]7,1)

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die durch folgende Punkte geht:

a) P(1[1) ; Q(@4[7) b) P(2[1) ; Q(-3/6)

c) P(I0) ; Q(-2l6)




1.2

Ein Pkw hat nach 15 Minuten 20 km zuriickgelegt (Punkt A) und nach insgesamt 35
Minuten eine Gesamtstrecke von 50 km (Punkt B).

a) Wie groB war die mittlere Geschwindigkeit vom Start bis zum Punkt A?

b) Wie groB war die mittlere Geschwindigkeit zwischen den Punkten A und B?
Bestimmen Sie die Steigung des Graphen im Punkt P geometrisch.

a) P(3|0) b) P(2[2)
A y / A y
—4 / —4

W o 9 I

Rechnerische Bestimmung der Steigung eines Graphen in einem Punkt
- Grenzwert

Steigung der Normalparabel in einem Punkt

Im folgenden Beispiel rollt eine Kugel auf einer schiefen Ebene. Es ist sofort klar, dass
die Geschwindigkeit bei dieser Bewegung nicht konstant ist. Sie nimmt sténdig zu.
Misst man in Abstanden von 1 Sekunde den zurlickgelegten Weg der Kugel, so ergibt
sich zum Beispiel folgende Tabelle.




Der zugehorige Graph ist eine Parabel, und zwar in unserem Bei-
spiel die Normalparabel®. Die Gleichung der Normalparabel lautet ?
y=x2. Je steiler der Graph ansteigt, desto groBer ist die Ge- 8
schwindigkeit der Kugel. Will man die Momentangeschwindigkeit 5
der Kugel in einem Punkt wissen, muss man die Steigung der
Tangente an die Parabel in diesem Punkt bestimmen.

Wie groB ist zum Beispiel die Steigung der Parabel im Punkt P(0,5 | 0,25)?

by /
Wie man die Aufgabe zeichnerisch 16st, wis- -4 /

sen Sie bereits. Leider erhdlt man bei der

zeichnerischen Ldsung keinen genauen Wert. /
Die rechnerische Lésung ist aber nicht ohne [—1,5 /
Weiteres moglich. Man kennt ndmlich von der /
Tangente nur einen einzigen  Punkt: 14 /
P(0,5|0,25). Um die Steigung einer Geraden

zu bestimmen, bendtigt man aber zwei Punk-
te. Was ist zu tun?

_0‘5 P

ol 05 1 15 2 |

A | | | |

Um das Problem zu 16sen, hat man sich ein Verfahren ausgedacht, dem man auf den
ersten Blick gar nicht ansieht, dass man damit zu dem gewunschten Ziel kommt.

2 Wenn Sie Ihr Wissen tiber quadratische Funktionen und Parabeln auffrischen wollen, kénnen Sie die
entsprechenden Informationen im Begleitmaterial zum Telekolleg "Grundkurs Mathematik — Vom Rech-
nen zu Algebra und Trigonometrie" im Kapitel 9 (Seite 102 ff.) nachlesen.



Berechnung der Steigung der Normalparabel in einem Punkt

Man geht von einer Geraden aus, die die Parabel zweimal schneidet, einer sogenannten

Sekante. Im Bild links geht die Sekante durch die Punkte P(0,5/0,25) und Q(2|4). Die
4-025 375

Steigung dieser Sekante ist: == =25.
2-05 15

Jetzt wahlt man einen anderen Punkt Q auf der Normalparabel, und zwar einen, der né-
her bei P liegt, zum Beispiel (1,5|2,25) (Bild Mitte). Die Steigung dieser Sekante ist:
225-025 2

15-05 1

Als Nachstes wahlt man fir Q beispielsweise die Koordinaten (1|1) (Bild rechts). Die

Steigung dieser Sekante ist 12025 075 _ 15.
1-05 05
3 3 3
y o y y
4 4 4
35 35 35
3 3 3
25 25 Q 25
% 375 % :
1.5 1.5
2
1 1
05 =] 15 05 =] 1
7 | X X X
0 /b.s 1 15 2 0 /o.s 115 2 2
Q(2|4) Q(1,5]2,25) Q(1|1)
m= 2,5 m=2 m = 1,5
Wenn Q auf der Normalpara- by
bel immer néher an P heran- 4

rickt, nahern sich die Sekan-

ten immer mehr der Tangente,

und die Steigungen der Se- 3
kanten nadhern sich immer .5
mehr der Steigung der Tan-
gente.

Tangente




Diese geometrischen Uberlegungen der Annaherung bilden die Grundlage fiir eine rech-
nerische Bestimmung der Steigung der Tangente im Punkt P(0,5|0,5%). Ein solches rech-
nerisches Verfahren wollen wir jetzt erarbeiten.

le
Weil der Punkt Q auf der Normalparabel auf P "zuwan- Q /
dern" soll, beschreiben wir seine Koordinaten mit einer )
Variablen. Der x-Wert von Q soll um h gréBer sein als
der x-Wert von P. Die x-Koordinate von Q heiBt also
Xa=0,5+h. Die y-Koordinate ist dann yo=(0,5+h)?. Q liegt
ja auch auf der Normalparabel y=x2. > (0.5+hy*
Die Steigung der Sekante ist dann
(05+h)?> -052 05%+2-05-h+h?-05% h+h? P h
05+h)-05 h Tooh i J X

0,5 0,5+h

Nun stellen wir uns vor, dass Q auf P zuwandert. h wird /

dann immer kleiner. Der Term fur die Steigungen der Sekanten néhert sich dabei immer
mehr der Steigung der Tangente. Aber wie groB ist diese Steigung, wenn h gegen 0
geht?

Eine einfache Uberlegung hilft uns weiter. Wir klammern h aus: . Solange

h+h?  h(1+h)
-

=1+h (h=0). Am

h von 0 verschieden ist, dirfen wir den Term durch h klirzen: @

Term 1+h erkennt man sofort: Wenn h gegen 0 geht, so nédhert sich der Wert des Terms
immer mehr der 1.

Man sagt: 1 ist der Grenzwert des Terms flir h gegen 0 und schreibt® daftr:
h +h?

lim
h—0
Der Grenzwert gibt die gesuchte Steigung der Tangente an die Normalparabel im

Punkt P(0,5 ]| 0,25) an.

=lim@+h)=1
h—0

Aufgaben zu 1.2

1.

Eine Sekante schneidet die Normalparabel y=x? im Punkt P(1|1) und ferner in einem
weiteren Punkt Q1(2|4). Berechnen Sie die Sekantensteigung m..
Berechnen Sie auch fir die Sekanten durch P und Q2 bzw. Qs bzw. Q4 jeweils die Stei-

gungen mz, Ma, M. Q:(1,512,25 ) | Qs(1,1]1,21) Q4 (1,01]1,0201)
ms = ms = My =

Stellen Sie eine Vermutung auf, welchem Wert sich die Sekantensteigungen n&hern,
wenn Q auf der Parabel immer naher an P(1|1) heranriickt.

2

3 h+h?

fur h gegen 0.

wird gelesen: Limes von

h—



1.3

Weitere Beispiele fiir die Berechnung von Steigungen

In den folgenden Beispielen werden die Steigungen der Graphen von y=x2 und y=x3 in

verschiedenen Punkten P berechnet.

Gesucht: Steigung von
y=x2 im Punkt P

P(2|4)

P(-11)

1) Wabhl eines zweiten

Q@+h | +h))

Q(=1+h | (<1+h)?)

Punkts Q
2) Differenz der y-Werte
) on Quma P y (©+h? - 4 (1+h? - 1
3) Differenz der x-Werte
) von Q und P (2+h) -2 (=1+h) = (-1)
_ @+h? -4 (-1+h)? -1
4) Quotient; Y-Differenz @+h-2 (-1+h)+1
x—Differenz 2 >
_4+4h+h” -4 _1-2h+h° -1
- h - h
_ 4h+h? _ —2h+h?
" h " h
_ h(4+h) _ h(=2+h)
N " h
= 4+h (h=0) =-2+h (h=0)

5) Grenzwert firh > 0

lim@+hy=4
h—0

lim(-2+h)=-2
h—0

Im Punkt (2|4) ist die Steigung der Normalparabel: m = 4, im Punkt (-1|1) ist sie: m = -2
Am Graphen findet man bestatigt, dass die Steigung in (2|4) positiv ist: Die Tangente

steigt. In (-1|1) ist sie negativ: Die Tangente fallt.




Gesucht: Steigung von
y=x2 im Punkt P P(218) P-11-1)
1) Wahl eines zweiten 3 3
Punkts Q Q@2+h | (2+h)) Q(=1+h | (-1+h)?
2) Differenz der y-Werte 3 3
von Q und P (2+h)?* -8 (=1+h)® = (-1)
3) Differenz der x-Werte
von Q und P (@+h) -2 (=1+h) = (-1)
e+hd-8 (-1+h3+1
2+hy-2 (-1+hy+1
4) Quotient; Y~ Differenz 8+12h+6h2 +h3 -8 (-3 +3n-3n2 + 13 41
x — Differenz = h = h
_12h+6h% +h3 ~3h-3h2%+h3
N h N h
_ h(12+6h+h?) _ h(3-3h+h?)
- h - h
=12+6h+h? (h=0) =3-3h+h? (h=0)
5) Grenzwert firh > 0 lim (12 + 6h +h2) =12 lim(3-3h+h?)=3
h—0 h—0

Im Punkt (2|8) ist die Steigung des Graphen von y=x% m =12,

Im Punkt (-1|-1) ist die Steigung des Graphen von y=x3: m = 3.

Aufgaben zu 1.3

1. Bestimmen Sie nach dem oben dargestellten Verfahren die Steigung des Graphen von
y=x2im Punkt P(1[1).

2. Bestimmen Sie nach dem oben dargestellten Verfahren die Steigung des Graphen von
y=x3im Punkt P(1|1).

10



1.4

Berechnung der Steigung des Graphen einer Funktion in einem beliebi-

gen Punkt*

Um die Steigung eines Graphen nicht in jedem Punkt einzeln berechnen zu missen,
fihrt man das Verfahren allgemein flr einen beliebigen Punkt mit den Koordinaten (xo|yo)

aus.
Gesucht: Steigung von f(x) = x2 f(x) = x3
y=f(x) im Punkt P(xo|yo) P(x0]X0?) P(xo[x.°%)

1) Wahl eines zweiten

Q(Xo+h | (Xo+h)2)

Q(Xo+h | (Xo+h)3)

x — Differenz

(X0 +h) —Xg

3 xo2 +2xoh+h2 —Xgo

2

Punkts Q
2 \?c')fr:eéezﬁ 3‘:{ y-Werte (Xo+h)? = xc2 (Xo+h)® = xc?
9 Drierenz dorx-Werte (xo+h) - Xo (xo+h) - Xo
4) Quotient: y - Differenz (X0 +)? - xo* _ (X0 +h) = xo° _

(%o +h) = Xg

 Xo2 +3%g2h + 3xph? + h3 — x>

h
_ 2Xgh+ h?
-
_ h(2xy +h)
=
=2Xo+h (h=0)

h
_ 3x02h+3xoh2 +h3
h
_ h(3xy2 +3xoh + h?)
h
= 3x0? + 3xoh + h?

(h=0)

5) Grenzwert firh > 0

lim (2x, +h) = 2x
h>0'  ° ©

lim (3x? + 3xoh + h?) = 3x,?
h—0

Die Steigung des Graphen der Funktion y=x2 im Punkt (Xo|Xc?) ist: m = 2xo.

Die Steigung des Graphen der Funktion y=x® im Punkt (Xo|xc%) ist: m = 3x¢%

Beispiel 1:
Lésung:

Beispiel 2:
Losung:

Beispiel 3:
Lésung:

Wie groB ist die Steigung des Graphen von y=x? im Punkt (1,5 | 2,25)?
Man setzt in die Formel m=2x, flir xo den Wert 1,5 ein: m=2-1,5=3.

Wie groB ist die Steigung des Graphen von y=x® im Punkt (-4|-64)?
Man setzt in die Formel m=3x? flr xo den Wert -4 ein: m = 3-(-4)? = 48.

Wie groB ist die Steigung des Graphen von y=x2 im Punkt (0|0)?
Man setzt in die Formel m=2x, fiir xo den Wert 0 ein: m =3-0=0.

Steigung 0 bedeutet: Der Graph hat in (0|0) eine waagerechte Tangente.

4 Zur Schreibweise f(x) (gelesen: f von x) siehe: Begleitmaterial zum Telekolleg "Grundkurs Mathematik —
Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Seite 80.

11




Aufgaben zu 1.4

1.

Bestimmen Sie wie in den Beispielen 1 bis 3 die Steigung der Parabel y=x® im Punkt
P(-2,5/6,25).

Bestimmen Sie wie in den Beispielen 1 bis 3 die Steigung des Graphen von y=x3 im
Punkt P(-2|-8).

In welchem Punkt hat der Graph von y=x2 die Steigung m=6?
In welchen Punkten hat der Graph von y=x°® die Steigung m=12?
(Die Aufgabe hat zwei Lésungen; das heif3t, es gibt zwei Punkte, in denen der Graph die

Steigung 12 hat.)

Wo berlihrt eine Parallele zu der Geraden y=-2x-4 den Graphen von y=x2?

Wiederholungsaufgaben

1.

Bestimmen Sie geometrisch, welche Geschwindig- 2y [km]
keit der Tachometer eines Autos nach 30 Minuten | 60
Fahrzeit (Punkt A) anzeigt.

Welche Steigung hat der Graph von y=x? im Punkt P(1,2|1,44)?

Zeigen Sie, dass der Graph von y=x® im Punkt A(-3|27) dieselbe Steigung hat wie im
Punkt B(3|27). Wie groB ist diese Steigung?

In welchem Punkt hat der Graph von y=x? die Steigung m = —4,8?
In welchen Punkten hat der Graph von y=x® die Steigung m = 6,757
Wie lautet die Gleichung der Tangente an den Graphen von y=x? im Punkt P(3|9)?

Fur welche x-Werte haben die Graphen von y=x? und y=x® dieselbe Steigung?

12



2. Grenzwerte bei Funktionen

Vor der Sendung

In Lektion 1 wurde die Steigung der Tangente an einen Graphen in einem Punkt P mit-
hilfe eines Grenzprozesses ermittelt. Man geht von einer Sekante aus, die den Graphen
in dem Punkt P und einem weiteren Punkt Q schneidet, und ermittelt die Steigung die-
ser Sekante. Wenn nun Q auf dem Graphen immer naher an P heranriickt, ndhern sich
die Sekanten immer mehr der Tangente, und die Steigungen der Sekanten nédhern sich
immer mehr der Steigung der Tangente. Rechnerisch ergibt sich bei diesem Prozess ein
Grenzwert, der die Steigung der Tangente darstellt.

Grenzprozesse und Grenzwerte bei Funktionen spielen in der Differenzialrechnung und
in der sich im Telekolleg anschlieBenden Integralrechnung eine tragende Rolle. Deshalb
widmen wir uns in dieser Lektion speziell diesem Thema.

Grenzprozesse sind Ihnen bei |hrer Beschaftigung mit Funktionen schon friiher begeg-
net, ohne dass sie weiter thematisiert wurden. Anknlipfend an Ihre friiheren Erfahrungen
werden in dieser Lektion verschiedene Aspekte des Grenzwertbegriffs beleuchtet und
Anwendungen im Rahmen von Funktionsbetrachtungen gezeigt.

In Lektion 3 greifen wir die Ergebnisse von Lektion 1 wieder auf und flihren diese weiter.

Ubersicht

1. Es wird das Verhalten bestimmter Funktionen untersucht, wenn x immer gréBer wird,
und an Beispielen erklart, was man unter dem Grenzwert einer Funktion fiir x gegen
unendlich (bzw. gegen minus unendlich) versteht. Verschiedene Verfahren zur Bestim-
mung solcher Grenzwerte werden erlautert.

2. Wird die Funktion durch einen Bruchterm angegeben, so weist die Definitionsmenge an
den Nullstellen des Nenners Liicken auf. Es wird das Verhalten von solchen Funktionen
untersucht, wenn sich x einer Definitionsliicke x, ndhert.

Man unterscheidet zwei Arten von Definitionslicken: Pole und hebbare Definitionslii-
cken. An Letzteren wird gezeigt, dass man durch Grenzwertbildung fiir x gegen x.
auch flr solche Stellen einen Funktionswert definieren kann.



2.1

Verhalten von Funktionen, wenn x liber alle Grenzen wichst -
Grenzwerte fiir x 2> +0 und x> -

1
Beispiel 1: Y= X (x>0)

Der Graph der Funktion hat eine interessante
Eigenschaft. Mit wachsendem x nahert er sich 6
immer mehr der x-Achse. Wie groB man aber 5
auch x wahlt, der Funktionswert ist immer
noch ein klein wenig gréBer als 0 (vgl. nach-
folgende Wertetabelle).

Das heiBt, zwischen Graph und x-Achse ist
immer ein — wenn auch noch so kleiner — Ab- 1
stand. Der Graph kommt zwar der x-Achse
beliebig nahe, aber er erreicht sie nicht. Es
findet ein Grenzprozess statt.

Der Graph "schmiegt sich" der x-Achse immer mehr an. Man nennt eine Gerade, der
sich ein Graph beliebig nédhert, Asymptote des Graphen. Im Beispiel 1 ist also die
x-Achse Asymptote an den Graphen der Funktion.

X 1 2 5 10 100 1000 10000
1 1 1 1 N L L
y 2 5 10 100 1000 10000

Anders ausgedriickt: Die Funktionswerte y kommen an 0 beliebig nahe heran, wenn nur

x groB3 genug ist. Man sagt: Die Funktion y :% hat den Grenzwert 0, wenn x Uber alle

Grenzen wachst, und schreibt dafiir lim %: 0.
X—00

Man liest: "Limes von 1 durch x gleich 0, wenn x Uber alle Grenzen wéchst."
Oder: "Limes von 1 durch x gleich 0 fir x gegen unendlich."

Bei der Redeweise "x geht bzw. strebt gegen unendlich" ist Vorsicht geboten! Man
muss sich stets klar dartiber sein: Unendlich ist keine Zahl, und « ist kein Zeichen flr
eine Zahl. Alle Zahlen, und seien sie noch so groB, sind endlich. Mit co kann man nicht
rechnen wie mit Zahlen. Die Redeweise "x wéchst Uber alle Grenzen" drickt besser
aus, was mit x> gemeint ist.

-X
Beispiel2: Y=—>5— (x>0)

X
In der Sendung wurde diese Funktion als weiteres Beispiel besprochen. Auch hier ist

.. .. . 1-x
der Grenzwert 0, wenn X Uber alle Grenzen wachst: Iim
X—w x

man das erkennen, wenn man eine entsprechende Wertetabelle aufstellt.

=0. Anschaulich kann

0,5 1 2 5 10 20 50 100

2 0 -0,25 -0,16 -0,09 -0,0475 | -0,0196 | —0,0099




Und hier ist der zugehérige Graph. Er le
nadhert sich "von unten" der x-Achse.

\ e

AuBer Tabelle und Graph gibt es noch eine weitere Moglichkeit, den Grenzwert 0 fir
1-x 1 X 1 1

x2 x2 xZ2 x%2 x

x> zu finden. Man formt den Funktionsterm geeignet um:

Jetzt darf man die Grenzwerte der zwei BrUche%undizeinzeln bestimmen und den
X

zweiten vom ersten subtrahieren: lim [i,lj = lim [i] — lim (Ej =0-0=0.

x>0\ x2 X ) x>0 | x x—>o0\ X

Dass lim %:0 ist, haben wir im Beispiel 1 gesehen. Entsprechend kann man sich klar
X—>0

. 1 .
machen, dass auch lim — =0 ist.
X—>0 X2

Die Grenzwertsatze fiir x>

Im Beispiel 2 haben wir den Grenzwert einer Differenz in zwei Grenzwerte zerlegt, jeden
Grenzwert fir sich bestimmt und dann den zweiten vom ersten subtrahiert. Dieses Ver-
fahren ist — wie wir sehen werden - sehr nitzlich, wenn man einen Grenzwert bestim-
men soll, den man nicht intuitiv erkennt.

Die Grundlage fir ein solches Vorgehen bilden die sogenannten Grenzwertsatze. Sie
besagen, dass man unter bestimmten Bedingungen den Grenzwert einer Summe, einer
Differenz, eines Produkts oder eines Quotienten in Teilgrenzwerte zerlegen und daraus
den gesuchten Grenzwert berechnen darf. Im Telekolleg interessiert uns vor allem das
Verfahren, wie man die Grenzwertsétze sinnvoll anwendet. Dies wird im Folgenden an
einer Reihe von Beispielen gezeigt. Bei einem streng mathematischen Vorgehen mus-
sen die Grenzwertsatze natirlich zundchst mit allen Voraussetzungen prazise formuliert
und dann bewiesen werden.

X+2
Beispiel 3: Y= BV (x>0)

Wie groB ist der Grenzwert dieser Funktion, wenn x Uber alle Grenzen wéchst?
Um eine Vermutung aufzustellen, kann man entweder fir x groBe Werte einsetzen und
jeweils y berechnen (Wertetabelle), oder man besorgt sich den Graphen der Funktion.

X 10 50 100 500 1000 5000 10000

1,2 1,04 1,02 1,004 1,002 1,0004 1,0002




Vermutung: lim X2 _y

X—w X

Die Vermutung, dass lim %2 =1 ist, wird durch den Graphen bestéatigt. Die Gerade y=1
X—>0

bildet hier die Asymptote.

Kol

Die Anwendung der Grenzwertséatze fiihrt nicht nur schneller zum Ziel, sie gibt auch Si-
cherheit, dass die Vermutung richtig ist.

. X+ 2 Lo . N
Xlin X: Der Bruch wird in zwei Teilbriche zerlegt.
o0
. X 2 . .
lim [;+;J = Es soll der Grenzwert einer Summe bestimmt werden.
X—> 00
im X+ lim 2_ Es werden die Grenzwerte der einzelnen Summanden
x>0 X Xx—w X bestimmt.
. .2 ) . ..
lim 1+ lim —= Der Bruch im ersten Summanden wird gekuirzt.
X—>00 X—00 X
1 + 0 = 1 Die Einzelgrenzwerte werden bestimmt und addiert.
Also: lim X+2 =1
X—o X

Man beachte: Der Grenzwert einer konstanten Funktion, zum Beispiel y=1, fir x> ist

der Funktionswert selbst Iim 1=1.
X—>

Beispiel 4: y= (x >0)

3x
Wie groB ist der Grenzwert dieser Funktion, wenn x Uber alle Grenzen wéchst?

Um eine Vermutung aufzustellen, kann man wieder fir x groBe Werte einsetzen und je-
weils y berechnen (Wertetabelle).

X 10 50 100 500 1000 5000

y 0,76667 0,68667 0,67667 0,66867 0,66767 | 0,666867

Anhand der Wertetabelle Iasst sich bei diesem Beispiel nicht leicht eine Vermutung aus-
sprechen. Auch der Graph hilft kaum weiter.



v

Die Anwendung der Grenzwertsatze fuhrt hier aber zum Ziel.

. 2x+3
lim X3+ = Der Bruch wird in zwei Teilbrliche zerlegt.
X—>00 X
lim (§+ij = Es soll der Grenzwert einer Summe bestimmt werden.
x—o(3X  3X
im 2% 4 im S Es werden die Grenzwerte der einzelnen Summanden
x—® 3X  x—w 3X bestimmt.
o2 1
i S limES = Die Brliche werden gekirzt.
X—>00 X— X
2 2
3 * 0 = 3 Die Einzelgrenzwerte werden bestimmt und addiert.
Also:  lim Xx+3_2
X—>0 X 3
B H H I y — )(2-'-—2() 0
eispiel 5: ox (x>0)
Obwohl dieser Funktionsterm so &hnlich aussieht A _
wie die in den vorangegangenen Beispielen, exis- /
tiert bei dieser Funktion kein Grenzwert, wenn x 107 : e '
Uber alle Grenzen wachst. Das erkennt man, wenn /
man eine Wertetabelle aufstellt oder sich den Gra- 5T ~——
phen besorgt. X
10 20 50 100 0 5 10 15 20
6 10,5 25,2 50,1 - | = | |

Wenn x Uber alle Grenzen wéachst, dann wachst auch y lGber alle Grenzen.

Es existiert kein Grenzwert fiir x>o. '

%2420
" In einigen Mathematikbiichern findet sich die Schreibweise xlinao x

Diese Schreibweise sollte man vermeiden, da der Eindruck erweckt wird, es existiere ein Grenzwert,
namlich "unendlich", und « sei ein Zeichen flr eine Zahl.



Grenzwerte fiir x > - ©

Bei den in den Beispielen 1 bis 5 betrachteten Funktionen wurde stets x > 0 vorausge-
setzt. So wie man das Verhalten der Funktionswerte fir x>+ betrachten kann, kann
man auch das Verhalten der Funktionswerte fiir x>-c untersuchen. Die Uberlegungen
der Beispiele 1 bis 5 lassen sich einfach Ubertragen. Die folgenden Abbildungen zeigen
die Graphen der finf Funktionen fiir x < 0 und deren Verlauf flir x>—oo.

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:

Y ¥ ¥
|
|

¥y 6 &5 4 3 2 A0 {
im 1=X_o lim X2
X—>—0 X2 X—>-o X

Flr x>-w ndhert sich
der Graph ebenfalls der
x-Achse, allerdings
"von unten". Die Funk-
tionswerte ndhern sich
dem Grenzwert 0.

Flir x->-o0 ndhert sich
der Graph ebenfalls der
x-Achse, allerdings
"von oben". Die Funkti-
onswerte ndhern sich
dem Grenzwert 0.

Flr x=>—o nahert sich
der Graph der Geraden
y=1. Die Funktionswer-
te ndhern sich dem
Grenzwert 1.

Beispiel 4: Beispiel 5:
¥ \‘lx
20 18 k] 2 0
. 2x+3 2 2
Jm T3 lim X290 existiert nicht.
X—>—00

Flr x=>— nahert sich
der Graph offenbar
demselben Grenzwert
wie fir x=>+00, namlich
2

3

Flr x>—o0 wird der Ab-
stand des Graphen von
der x-Achse immer gré-
Ber: y>—o. Es existiert
also auch fir x>-w kein
Grenzwert.



Aufgaben zu 2.1

2.2

1.

Bestimmen Sie den Grenzwert folgender Funktionen fir x>0 (x>0):

3x-5 6x — 7x2 —4x% y2x-1
= b) y=——— C) S —

a
) X 6x2 x3

Bei welchen der folgenden Funktionen existiert kein Grenzwert fir x>0 (x>0):

3 3 3
X7 -3 x° -3 x° -3
a y=*- b) y=*2 9 y=*3°
X X X
Bestimmen Sie:
2
a) lim (5-§j b) lim (5—§j o fim &Y
X—>0 X X—>—0 X X—0 x3

Verhalten von Funktionen, wenn sich x einer reellen Zahl x, nahert -

Grenzwerte fiir x 2 Xo

Definitionsliicken - Pole

Im Abschnitt 2.1 haben wir bei fiinf Funktionen das Verhalten fiir x>+ und x->—w be-
trachtet. Diese Funktionen zeigen eine weitere aufféllige Eigenschaft, die bei lhnen be-
kannten Funktionen (zum Beispiel y = x?, y = x3, y = sin x, y = cos x) nicht auftrat: Der
Graph besteht aus zwei nicht zusammenhangenden Teilen oder, wie man sagt, aus zwei
Asten. Der Grund dafiir ist, dass die Funktionen nicht auf der gesamten Menge IR der
reellen Zahlen definiert sind. 0 gehoért nicht zur Definitionsmenge der Funktionen, denn
bei den Funktionstermen aller Funktionen miisste man, wenn man fiir x 0 einsetzt, durch
0 dividieren. Und eine Division durch 0 ist nicht definiert (siche Begleitmaterial zum Te-
lekolleg "Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Ab-

schnitt 1.3, Seite 14).

An einer Stelle xo, an der der Nenner eines Funktionsterms den Wert 0 annimmt, ist die

Funktion nicht definiert.
Man sagt: An dieser Stelle hat die Funktion eine Definitionsliicke.




Die Funktion ist in xo=2 nicht definiert.

Beispiel 1: y=

X—-2
Beispiel 2: y= X2X4 Die Funktion ist in xo=—4 nicht definiert.

+

Beispiel 3: y= 23X Die Funktion hat sogar zwei Definitionsliicken. Der

X< -16

Nenner wird 0, sowohl bei x.=4 als auch bei xo=—4.
w -] 10 5 — [] 0
-8

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Bei den betrachteten Beispielen streben die Funktionswerte, wenn sich x einer Definiti-
onsliicke ndhert, gegen +o oder gegen —. Dies kann man den Graphen sofort anse-

hen.

Man kann es aber auch wahrnehmen, wenn man in einer Wertetabelle x-Werte wahilt,

die sich der Definitionslliicke xo immer mehr ndhern.

L 3
Beispiel: y=——
piel: y 7

Definitionslicke: Xo=+2

X

3

2,5

2,1

2,01

2,001

2,0001

y

3

6

30

300

3000

30000

Die x-Werte ndhern sich von rechts der Definitionsliicke: y = +co.

Wenn sich die x-Werte von links der Definitionslicke néhern, entsteht folgende Tabelle:

X

1

1,5

1,9

1,99

1,999

1,9999

y

-3

-6

- 30

- 300

- 3000

- 30000

Man sieht: y = —oo.




Wenn man ausdriicken will, dass sich x von rechts der De-

finitionsliicke néhert, schreibt man: x>2* Entsprechendes Ty
gilt, wenn sich x von links der Definitionsliicke n&hert: 8
X>2-

6
Am Graphen findet man die Ergebnisse, die sich aus den 4

Tabellen ergeben, bestatigt: Wenn x gegen 2 strebt
— gleichgultig ob von rechts oder von links —, ndhert sich
der Graph immer mehr einer Parallelen zur y-Achse, nam- -

0 2 4 6
lich der Geraden x = 2. “ﬂ\

Wie im Abschnitt 2.1 heiBt auch hier eine Gerade, der sich

der Graph beliebig néhert, Asymptote. 4 x=2
Eine Definitionslliicke, bei der y>+w oder y>-w strebt, 6
nennt man einen Pol des Graphen. 8

Grenzwerte fiir x 2 Xo
Nicht immer strebt y gegen +w oder —o, wenn sich x einer Definitionsliicke nahert, wie

2
folgendes Beispiel zeigt: y = = ;ZX )

Man erkennt sofort, dass die Funktion eine Definitionslliicke bei x=0 hat. Die Definiti-
onsmenge ist also D = IR\{0}>. Wie in den vorangegangenen Beispielen kann man auch
hier mit einer Wertetabelle das Verhalten der Funktion untersuchen, wenn x gegen 0
strebt.

x strebt von rechts gegen 0 (x>07)
X 1 0,5 0,1 0,01 0,001 0,0001

y -1 -1,5 -1,9 -1,99 -1,999 -1,9999

x strebt von links gegen 0 (x>0
X -1 -0,5 -0,1 - 0,01 - 0,001 - 0,0001
y -3 2,5 2,1 -2,01 —2,001 -2,0001

In beiden Féllen strebt y gegen -2.

x? —2x

Man schreibt:  lim -2 (linksseitiger Grenzwert)
Xx—0" X
X% -2x .
lim =-2 (rechtsseitiger Grenzwert)
x—0" X

2 Gelesen: D gleich R ohne 0.



Fir den Graphen bedeutet dies:

— An der Stelle x=0 hat der Graph ein "Loch". Die
Funktion ist fr x=0 nicht definiert.

— Nahert man sich auf dem Graphen von rechts oder
links dem "Loch", so kommt man dem Wert y=-2
beliebig nahe.

Wenn — wie hier — links- und rechtsseitiger Grenzwert
X< —2x

hat

Ubereinstimmen, sagt man: Die Funktion y =

x? —2x

X
In Lektion 5 wird das Thema "Grenzwert von Funktionen" wieder aufgegriffen und ver-
tieft.

den Grenzwert -2, wenn x gegen 0 strebt, und schreibt Iing

Anwenden der Grenzwertsatze

In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass man mithilfe der Grenzwertsétze fir x> +w
oder x>—wo einen Grenzwert durch Umformen des Funktionsterms bestimmen kann. Die
Grenzwertsétze gelten auch flr x>x.. Voraussetzung ist natlrlich in allen Fallen, dass
der Grenzwert existiert und y nicht gegen +o oder gegen —w strebt.

Beispiel 4:
%2 _ox Definitionsmenge: IR\{0}
XITO X Der Bruch wird in zwei Teilbriiche zerlegt.
2 oy Es soll der Grenzwert einer Differenz bestimmt wer-
lim === den
x—0| X X :
X2 oy Es werden die Grenzwerte von Minuend und Subtra-
XITOT _xlin(,T: hend bestimmt.
lim x — lim 2= Die Briiche werden gekdirzt.
x—0 x—0
0 - 2 = - Die Einzelgrenzwerte werden bestimmt und subtra-
hiert.

2
. X= =

Also: |im
X—0 X

Man beachte: Der Grenzwert einer konstanten Funktion y=a fiir x->X, ist der Funktions-

wert selbst Iim a=a.
X—>Xg

10



Beispiel 5:
(x2 +X)(x - 2) _

lim
X—2 X—-2
lim (x2 +X) =
X—2
lim x2 + lim x =
X—2 X—>2
4 + 2 =6
Also:  lim =)
x—2 X-2
Beispiel 6:
. x%2_9
lim =
x—3 X-3
jim X3(x-3)
x—3 x-3
lim =(x+3)=
X—3

lim x + lim 3=
X—>3 X—3

3 + 3 =6

2
. X°-9
Also: Iim
x—3 X—3

=6

Hebbare Definitionsliicken

6

Definitionsmenge: IR\{2}
Der Bruch wird durch (x-2) gekdirzt.

Es soll der Grenzwert einer Summe bestimmt werden.

Es werden die Grenzwerte der einzelnen Summanden
bestimmt.
Die Einzelgrenzwerte werden bestimmt und addiert.

Definitionsmenge: IR\{3}

Der Zahler wird in ein Produkt zerlegt.

Der Bruch wird durch (x-3) gekrzt.

Es werden die Grenzwerte der beiden Summanden be-
stimmt.
Die Einzelgrenzwerte werden addiert.

Die in diesem Abschnitt 2.2 betrachteten Funktionen enthielten alle eine Definitionsli-
cke. Es war jeweils die Stelle, an der im Funktionsterm durch 0 hétte dividiert werden
mussen. Wir bezeichnen einen solchen x-Wert allgemein mit Xo.

Bei Anndherung der x-Werte an x, muss man zwei Félle unterscheiden:

— Die Funktionswerte streben gegen +o oder gegen —wo. Es existiert kein Grenzwert.
Der Graph hat einen Pol.

— Die Funktionswerte y streben gegen einen Grenzwert.

11



Hier noch einmal ein Uberblick Uiber die Funktionen und deren Definitionsliicken.

Funktion Definitionsliicke x, | Definitionsmenge Gren.zwert der
Funktionswerte
flr x>Xo
3
1 =15 2 D = IR\{2} kein Grenzwert
2X ]
2 “ X+ 4 -4 D = R\{- 4} kein Grenzwert
3
3 ) X16 —-4und 4 D = IR\{- 4, 4} kein Grenzwert
X -
2
4 y= X=X 0 D = R\{0} -2
X
2
5| yoX+Xx-2) 2 D = R\{2} 6
X—-2
2
6 y=2X-9 3 D = R\{3} 6
X-3

In den Fallen 4 bis 6 hat der Graph an der Stelle xo eine Liicke.

¥ ¥

_ (><2 +X)(X —2) :
y= X-2 \ ' o

A4 5 4 3 2 -—g 1 2 3

Man kann diese Licke "stopfen", wenn man den Grenzwert der Funktionswerte fir
X—>Xo als Funktionswert an der Stelle x, zusétzlich definiert.
Man sagt: Es handelt sich um eine hebbare Definitionsliicke.

Hier die Zusatzdefinitionen, die erforderlich sind, damit f(x) auf ganz IR definiert ist.®
Beispiel 4: f(0)=-2 Beispiel 5: f(2) =6 Beispiel 6: f(3) =6

8 Zur Schreibweise f(x), f(2), ... siehe Begleitmaterial zum Telekolleg "Grundkurs Mathematik — Vom
Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Abschnitt 7.1 (Seite 80).

12



Aufgaben zu 2.2

1. Geben Sie die Definitionsliicken x. der Funktionen mit folgenden Funktionsgleichungen

an.

X 5x -1 3x2
a = b = c _
) Y= ¢ ) V=T ) v 2

2. Bestimmen Sie bei folgenden Funktionen den Grenzwert flr x->Xo (Xo ist Definitionslu-
cke).
2 x2 +2x (x + 2)
a) y =XT+~°’X D=R\{0} b) y=¢ D= R\{-2}

X+2

2
c) y:x—‘f’ D=IR\{4}

3. Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen eine Polstelle oder eine hebbare Definiti-
onsliicke haben. Formulieren Sie flir die Funktionen mit hebbarer Definitionsliicke eine
Zusatzdefinition so, dass die Funktion dann auf ganz IR definiert ist.

2 2
a) y-= 7sz D= R\{0} b) y=->X=2"  D-R\0}

%2

o y- X7_X3 D= R\{3}

Wiederholungsaufgaben

Fihren Sie die nachfolgenden Auftrage bei jeder der Funktionen mit folgenden Funktions-
gleichungen durch.

2 2
8x“ —10x X< —10x X—-2
a == - b = C =
) 8x2 )y 2X )y xix—zi

1. Bestimmen Sie den Grenzwert fir x> .
2. Bestimmen Sie die Definitionsliicken Xo.

3. Entscheiden Sie, ob die Funktion in X, einen Pol oder eine hebbare Definitionslliicke
besitzt.

4. Bestimmen Sie ggf. den Grenzwert fir Xx>Xo.

5. Geben Sie, wenn mdglich, eine Zusatzdefinition so an, dass die Funktion dann auf ganz
IR definiert ist.

6. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion.

13



3. Grundableitungsregel

Vor der Sendung

Nach dem Ausflug in das "Reich der Grenzwerte" in Lektion 2 kehren wir nun zu den
Funktionen und den Steigungen des Graphen einer Funktion zurlick und greifen die
Uberlegungen am Ende von Lektion 1 wieder auf. Im Mittelpunkt stehen die Steigungen
von Funktionsgraphen. Wenn der Graph eine gekrimmte Linie ist, &ndert sich seine
Steigung von Punkt zu Punkt. In Lektion 1 wurde die Steigung eines Graphen in einem
Punkt definiert als die Steigung der Tangente an den Graphen in diesem Punkt. Um die
Steigung einer Tangente rechnerisch bestimmen zu kédnnen, muss man einen Grenzpro-
zess ausflihren — genauer: einen Grenzwert bestimmen. Deshalb haben wir uns in Lekti-
on 2 etwas ausflhrlicher mit Grenzwerten beschéftigt.

Ziel dieser und der folgenden Lektionen ist es, flir mdglichst viele Funktionen Regeln zu
entwickeln, wie man die Steigung eines Graphen in einem Punkt berechnen kann.

Sie bendtigen fir das Weitere vor allem Kenntnisse Uber lineare Funktionen und deren
Steigungen. Ferner kann es nitzlich sein, wenn Sie sich wieder bewusst machen, wie in
Lektion 1 die Steigungen der Graphen von y=x2 und y=x® ermittelt wurden, und die zu-
gehdrigen algebraischen Umformungen noch einmal nachvollziehen.

Ubersicht

1.

Die an Beispielen gewonnenen Ergebnisse von Lektion 1 werden wiederholt und verall-
gemeinert. Dabei werden die Begriffe Differenzialquotient, Ableitung und Ableitungs-
funktion eingeflihrt. Der Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Funktion und
dem Graphen ihrer Ableitungsfunktion wird untersucht. SchlieBlich werden finf Schritte
herausgearbeitet, die man durchlaufen muss, um bei einer Funktion zu ihrer Ableitungs-
funktion zu gelangen.

Fir Potenzfunktionen y=x" (neIN\{0}) gibt es eine einfache Regel, um die jeweils zugeho-
rige Ableitungsfunktion anzugeben. Diese Regel hei3t deshalb auch Potenzregel. In der
Sendung wird sie Grundableitungsregel genannt, weil sie die Grundlage fir die Be-
stimmung zahlreicher weiterer Ableitungsfunktionen bildet.

Weil die Grundableitungsregel in den nachfolgenden Lektionen eine groBe Rolle spielt,
werden verschiedenartige Anwendungen der Regel in Aufgaben vorgestellt.



3.1

Differenzialquotient — Ableitung - Ableitungsfunktion

Steigung der Parabel y=x?in einem beliebigen Punkt P(xo|x0?)
Erinnern Sie sich an die entscheidenden Schritte zur Bestimmung dieser Steigung:

1) Man geht von einer Sekante aus, und wahlt deshalb ly /
einen zweiten Punkt Q auf der Parabel. Der x-Wert von
Q soll um h gréBer sein als der x-Wert von P. Dann
heiBen die Koordinaten von Q (Xo+h | (Xo+h)?).

2) Man bestimmt die Steigung dieser Sekante durch die y=x*
Punkte P und Q, indem man die Differenz der y-Werte (Xo+h)?
durch die Differenz  der x-Werte dividiert:
ot -xo® g

(Xo +h)=Xg
Umformungen des Terms flihren zu dem Term o
2xo+h (h=0) (siehe: Lektion 1, Seite 11). /X >

3) Der Punkt Q wandert auf der Parabel auf den Punkt P
zu. Algebraisch bedeutet das, dass h gegen 0 strebt. Der Grenzwert fir h->0 ist
dann die Steigung der Tangente.

lim(2x, +h) = 2x
h—0 © ©

Nun einige Bezeichnungen und Schreibweisen:

Man bezeichnet die Steigung einer Tangente an den Graphen einer Funktion y=f(x) im
Punkt (xo|f(xo)) als Differenzialquotient bzw. Ableitung der Funktion an der Stelle xo.
Man schreibt: y' bzw. f'(xo) (gelesen: y Strich bzw. f Strich von xo).

Beispiel:

f(x) = x?

Der Differenzialquotient bzw. die Ableitung der Funktion an der Stelle xo ist: f'(Xo)=2xXo.
Der Differenzialquotient bzw. die Ableitung der Funktion an der Stelle xo=3 ist: '(3)=6.
Der Differenzialquotient bzw. die Ableitung der Funktion an der Stelle xo=-2 ist:
f'(-2)=—4.

Tangentensteigungsfunktion — Ableitungsfunktion

Mithilfe der Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts kann man nun fir die Funktion
y=x2 an jeder beliebigen Stelle xo die Steigung der Tangente an den Graphen berech-
nen. Jedem x-Wert wird eindeutig ein Wert y' zugeordnet. Wir haben es mit einer Funk-
tion zu tun.




Die Funktion, die jeder Stelle x die Steigung des Graphen von y=x? an dieser Stelle
zuordnet, nennt man Tangentensteigungsfunktion oder Ableitungsfunktion von
y=x2. Man bezeichnet sie mit y' bzw. mit f'(x). Die Ableitungsfunktion von y=x? ist also
y'=2x bzw. f'(x)=2x.

In Lektion 1 (Seite 11) wurde gezeigt: Die Steigung des Graphen der Funktion y=x® im
Punkt (Xo|xo%) ist m=3x.2. Dies kann man jetzt auch so ausdriicken:

‘ Die Ableitungsfunktion von y=x3 ist y'=3x.

Vergleich des Graphen einer Funktion und des Graphen ihrer Ableitungsfunktion

Wie jede Funktion kann man auch die Ableitungsfunktion in einem Koordinatensystem
darstellen.

| Ausgangsfunktion |

Rechts ist die Ausgangsfunktion y=x? dargestellt, darunter
die zugehdrige Ableitungsfunktion y'=2x.

In der Ableitungsfunktion gibt der Ordinatenwert (y'-Wert)
zu einem bestimmten x-Wert an, welche Steigung die Aus-
gangsfunktion an dieser Stelle x hat.

Beispiel:

Am Graphen der Ableitungsfunktion liest man ab:

Bei x=1 ist der zugehorige y'-Wert 2, oder anders ge-
schrieben: f'(1)=2.

Das bedeutet: Bei x=1 hat die Ausgangsfunktion die Stei-
gung 2. Anders ausgedriickt: Die Tangente an die Aus-
gangsfunktion bei x=1 hat die Steigung 2.

Ein weiteres Beispiel:

Am Graphen der Ableitungsfunktion liest man ab:

Bei x=-1,5 ist der zugehdrige y'-Wert -3, oder anders ge-
schrieben: f'(-1,5)=-3.

Das bedeutet: Bei x=-1,5 hat die Ausgangsfunktion die
Steigung —-3. Anders ausgedriickt: Die Tangente an die
Ausgangsfunktion bei x=-1,5 hat die Steigung -3.




Was kann man auBBerdem aus der Ableitungsfunktion Uber
den Verlauf des Graphen der Ausgangsfunktion erfahren?

| Ausgangsfunktion |

Ableitungsfunktion

Ausgangsfunktion

Die y'-Werte werden
fir x>0 mit wachsen-
dem x immer groBer.

Der Graph der Ausgangs-
funktion wird fir x>0 immer
steiler.

Die y'-Werte sind ne-
gativ, wenn x<0 ist.

Wenn x<0 ist, ist die Steigung
des Graphen der Ausgangs-
funktion negativ. Er verlauft
also von links oben nach
rechts unten, das heiBt, er
fallt.

X

b

L Ko

Der y'-Wert fur x=0 ist
0; das heiBt f'(0)=0.

Der Graph der Ausgangs-
funktion hat bei x=0 die Stei-
gung 0. Er hat eine waage-
rechte Tangente. Es ist die x-
Achse.

Ableitungsfunktion
ny,
2..
!

X

2 -1 r o2

Zur Vertiefung filhren wir nun entsprechende Uberlegungen mit der Ausgangsfunktion
y=x3 und ihrer Ableitungsfunktion y'=3x? durch.

Was kann man hier aus der Ableitungsfunktion tber den

Verlauf des Graphen der Ausgangsfunktion erfahren?

| Ausgangsfunktion |

A K

Ableitungsfunktion Ausgangsfunktion
Die y'-Werte sind fir Die Steigung des Graphen
x>0 positiv. der Ausgangsfunktion ist fiir

x>0 positiv. Von links nach
rechts betrachtet, steigt der
Graph.

Die y'-Werte sind
auch fur x<0 positiv,

Auch fiir x<0 steigt der Graph
der Ausgangsfunktion.

[Ableitungsfunktion|

Der y'-Wert fiir x=0 ist
0; das heiBt '(0)=0.

Der Graph der Ausgangs-
funktion hat bei x=0 die Stei-
gung 0. Obwohl die x-Achse
den Graphen in (0|0) schnei-
det, spricht man hier von
einer Tangente, weil die x-
Achse die gleiche Steigung
hat wie der Graph im Ur-
sprung, namlich 0.

X

b

A a3




Differenzialquotient bzw. Ableitung von weiteren Funktionen

Die Bestimmung der Steigung des Graphen einer Funktion in einem Punkt spielt in vie-
len Anwendungsgebieten der Mathematik eine groBe Rolle, in der Technik, in den Na-
turwissenschaften, in den Wirtschaftswissenschaften. Dabei treten natirlich nicht nur so
einfache Funktion wie y=x? und y=x® auf. Wir werden deshalb schrittweise in den fol-
genden Lektionen fir immer komplexere Funktionen ihre Ableitung bzw. ihre Ablei-
tungsfunktion bestimmen.

Das Vorgehen ist immer das Gleiche, das Sie an den Beispielen y=x? und y=x® in Lektion
1 kennengelernt haben. Im Folgenden wird dieses Verfahren fiir eine beliebige Funktion
y=f(x) allgemein formuliert. Diese Funktion y=f(x) kann zum Beispiel sein: y=x* oder

y=3x%+2x° oder y=1 oder y=sin x.

X
Es wird vorausgesetzt, dass der Graph der Funktion y=f(x) an der betrachteten Stelle xo
eine eindeutige Tangente besitzt, das heiBt, dass dort die Ableitung der Funktion exis-

tiert. Beispiele von Funktionen, bei denen das nicht der Fall ist, werden in Lektion 5 un-
tersucht.

Die folgenden 5 Schritte, die zur Ableitung einer Funktion flhren, werden wir dann im
ndchsten Abschnitt auf die Funktion y = x* anwenden.

Die 5 Schritte, die zur Ableitung einer Funktion y=f(x) fiihren

Gesucht ist die Ableitung der Funktion y=f(x) an der Stelle xo.
Anders ausgedrtickt: Die Steigung des Graphen von y=f(x) im Punkt P(xo|f(xo))

Wahl eines zweiten y =f(x)
Punkts Q auf dem Q(xo+h | f(xo+h)) (h=0) ' Y
Graphen Q
Differenz der y-Werte
von Q und P f(xo+h)—f(Xo)
Differenz der x-Werte (xoth) — x flxo+h) - flxo)
von Qund P 0 0 P

. .. y—Differenz f(xg +h) — f(Xg)
Quotient: x — Differenz h 7 f(%o) : g
Grenzwert fiirh > 0 im {0 +h) ~f(xo) X Xoth

h—0 h



Anwendung der 5 Schritte auf die Funktion y=x* - Die Ableitung von y=x* in P(Xo|x*)

Wahl eines zweiten Punkts Q auf dem Qxoth | (xo+h))  (h<0)
Graphen von y=x*
Differenz der y-Werte von Q und P (Xo+h)* — xo*
Differenz der x-Werte von Q und P (Xo+h) — o
Quotient; Y-Differenz (xo +)* —xg

x — Differenz - n

4 4
Grenzwert firh > 0 im Ko +h)” —Xo
h—0 h

4_ 4
Wiirde man jetzt im Term fim Kot =Xo

h gleich 0 setzen, so wiirde der Bruch ge-
h—0 h

gen % streben. % ist aber nicht definiert. Man formt deshalb den Quotienten zunachst

um. Die algebraische Umformung ist aufwéndig. Sie wurde in der Sendung vorgefihrt
und steht denen, die sich dafiir interessieren, im nachsten Abschnitt zum Nachlesen zur
Verfliigung. Fir die Anwendungsaufgaben im Telekolleg ist sie nicht von entscheidender
Bedeutung.

Das Ergebnis sollten Sie sich aber merken:

Die Ableitungsfunktion von y = x*ist y' = 4x5.

Herleitung der Ableitungsfunktion von y=x*

. (Xo +h)4 —xg

lim (h=0)
h—0 h
[(x0 (g Jrh)}—xgxo [(xo )3 xg +(xo +h)3 .h}xg Xo

= lim = lim

h—0 h h—0 h

3 3 3

— im (xg +)2 - xg —x3 - Xg + (Xg4h)° -h = im [ %0 #0® %0 -x3 %o (%o +h)%-h

h—0 h h—0| h h

3 3 3 3

- | (Xg +h)” —xg 3 | (Xg +h)” —xg ) 3
= lim|———= X5 +(Xg +h = lim|——— Xy |+ lim(Xg +h

h—>0[ h o+ (X ) h—0 h © h—>0( © )

. . . ) o [(xg +)® = xE 5
Aus Lektion 1, Abschnitt 1.4, Seite 11 (ilbernehmen wir: h||m B 3x5
—0

Ferner gilt: lim (xo +h)3 =x3.
h—0



3 3
Xo +h)® —x .
%‘XOJ+ lim (xo +h)% = 3x3-xp +x3 = 4x3.
h—0 h—0

Also ist lim [

Die Ableitungsfunktion von y = x*ist also y' = 4x°.

Hinweis: Bei einem vollstédndig korrekten Vorgehen misste man noch zeigen, dass die Voraussetzungen
fir das Anwenden der Grenzwertsétze jeweils erfillt sind.

Die Ableitungsfunktion von y = x

Nachdem wir die Ableitungsfunktionen von y=x2, y=x® und y=x* erarbeitet haben, be-
trachten wir nun noch den einfachsten Fall y=x'. Hier missen wir nicht die "5 Schritte"
anwenden.

Fir y=x' kann man auch schreiben: y=x. Der Graph dieser Funktion ist eine Gerade
durch den Ursprung, die mit der positiven x-Achse einen Winkel von 45° bildet. Sie hat
die Steigung m=1.

| Die Ableitungsfunktion der Funktion y=x ist y'=1.

Aufgaben zu 3.1
1. Bestimmen Sie die Ableitung der angegebenen Funktionen an den Stellen xi, Xz, Xa.
y=f(x) x1=4 Xo = % xs =-0,5
y=x°
y=x°
y=x*

2. Sie sollen anhand des Graphen der Ableitungsfunktion (siehe Bild)

Ableitungsfunktion
entscheiden und begrinden, fir welche x-Werte der Graph der Y ]
zugehdrigen Ausgangsfunktion fallt, steigt oder eine horizontale /
Tangente besitzt. 1

R /A
Die Ausgangsfunktion ... | Weil die Ableitungsfunktion... 1 /o] 1
— fallt fur folgende x- -1
Werte: '
— steigt fur folgende x-
Werte:

— hat fiir folgende x-
Werte eine horizonta-
le Tangente:




3.2 Grundableitungsregel (Potenzregel)

Wir haben jetzt fir drei Funktionen die zugehdrigen Ableitungsfunktionen erarbeitet.

Ausgangsfunktion Ableitungsfunktion
y=x2 y' =2x bzw. y'=2x'
y=x® y'=3x2
y =x* y'=4x3

Da kann man doch eine GesetzmaBigkeit entdecken.
Wie konnte die Ableitungsfunktion von y = x° lauten? - Vermutung: y' = 5x*.

Diese intuitiv erfasste Regel ist in der Tat richtig. Sie l&sst sich als Handlungsanweisung
formulieren:

Aus dem Term x" erhélt man die zugehdrige Ableitungsfunktion, indem man
— den Exponenten n als Faktor (Koeffizient) wahlt und

— den Exponenten n um 1 verkleinert: n-1.

Aus x" wird so: n-x™".

Diese Regel lasst sich auch auf die Funktion y=x' anwenden. Man kann die Funktions-
gleichung der zugehérigen Ableitungsfunktion auch schreiben als y'=1-x° In der Sen-
dung wurde auf die Definition x°=1 hingewiesen. Daraus ergibt sich: y'=1-1, also y'=1.

Die an den Beispielen fir n = 1, 2, 3, 4 intuitiv erfasste Regel gilt fur alle nattrlichen Zah-
len, die gréBer als 0 sind. Sie I&sst sich allgemein so formulieren:

Die Potenzfunktion y=x" hat die Ableitungsfunktion y'=n-x"". (neIN\{0})

In der Sendung wurde diese Regel Grundableitungsregel genannt. Sie heif}t in der
Fachliteratur hiufig Potenzregel.

Beispiele:

Ausgangsfunktion Ableitungsfunktion
y=x y'=7x°
y=x° y' =6x°
y = x"2 y' =12x"

Fur die Potenzfunktionen y=x2, y=x® und y=x* haben wir die Grundableitungsregel mit
den "5 Schritten" bewiesen. Der entsprechende Beweis fir die allgemeine Potenzfunk-
tion ist aufwéndig. Wir kénnen im Telekolleg darauf verzichten.

Man kann sich aber vorstellen, dass das Verfahren, das im Abschnitt 3.1 flr die Funkti-
on y=x* durchgefuhrt wurde (Seite 6), in entsprechender Weise auf die Funktion y=x°,
dann auf y=x®, dann auf y=x’" usw. angewendet wird. Beim Beweis flr y=x* wurde davon



Gebrauch gemacht, dass die Grundableitungsregel schon fiir y=x® bewiesen ist. Wenn
sie dann flr y=x* bewiesen ist, kann man dies benutzen, um die Regel fir y=x° zu be-
weisen, und so fort. So kdnnte man schrittweise die Grundableitungsregel fir eine be-
liebige Potenzfunktion y=x" mit einem bestimmten nsIN\{0} beweisen.

Eine Vereinfachung der Mengenschreibweise

Erinnern Sie sich: INist die Menge der natirlichen Zahlen: N= {0, 1, 2, 3, 4, ...}.
Dannist IN\{0}={1, 2, 3, 4, ...}

Diese Menge bezeichnen wir von jetzt an, wie in der Sendung, mit IN *.
EsistalsoN*={1, 2, 3, 4, ...}.

Aufgaben zu 3.2

3.3

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:
a y=x" b) y=x*

2. Bestimmen Sie die Potenzfunktion y=x", deren Ableitungsfunktion y'=7x® lautet.

3. Welche Steigung hat die Tangente an den Graphen von y=x® im Punkt P(1]1)?

Beispiele zur Anwendung der Grundableitungsregel

Beispiel 1:
Zeigen Sie: Die Tangenten an den Graphen von y=x° in den Punkten P(1]|1) und
Q(-1|-1) verlaufen parallel. i
Fertigen Sie eine Skizze an.

Y
21

Lésung:

Wenn die beiden Tangenten parallel verlaufen, sind die Steigun-
gen der beiden gleich. Also muss die Funktion y=x® an den Stellen
x=1 und x=-1 dieselbe Ableitung haben.

Die Ableitungsfunktion lautet: f'(x) = 5x*. Q-1t
Eingesetzt ergibt sich: f'(1)=5 und f'(-1)=5.

¥

Beispiel 2:
An welchen Stellen (x-Werten) hat die Funktion y=x® die Ableitung 6,75?

Lésung:

Die Ableitungsfunktion von y=x3 ist y'=3x2.

Die Ableitung y' an den gesuchten Stellen ist gegeben: 6,75.
Eingesetzt: 6,75=3x®> Daraus folgt: x?=2,25.

Zwei x-Werte erfiillen diese Gleichung: x1=1,5 und x.=-1,5.



Beispiel 3:
Wie lautet die Gleichung der Tangente, die im Punkt P(1,5|2,25) die Normalparabel be-
rahrt?

Lésung:

Die Tangente hat im Beriihrpunkt dieselbe Steigung wie der Graph von y=x2.

Die Ableitungsfunktion von y=x? ist y'=2x.

Die Steigung des Graphen im Punkt P ist: f'(1,5) = 2-1,5 = 3. Das ist auch die Steigung
der Tangente.

Die gesuchte Tangente hat also die Gleichung: y=3x+b. b muss noch bestimmt wer-
den.

Die Tangente geht auch durch den Punkt P. Also ist 2,25=3-1,5+b.

Daraus ergibt sich: b=-2,25.

Die Gleichung der gesuchten Tangente ist also: y = 3x - 2,25.

Beispiel 4:
Die Gerade y=6x-9 berihrt die Normalparabel. Bestimmen Sie den Beriihrpunkt P.

Léosungswege
Man kann die Aufgabe auf zwei verschiedenen Wegen Iésen.

1. Weg

Die Gerade hat die Steigung 6. Gesucht ist also ein Punkt der Normalparabel, in dem
der Graph die Steigung 6 hat.

y'=2x > eingesetzt: 6=2x > x=38.

Im Punkt P(3|9) beriihrt die Gerade die Normalparabel.

2. Weg

Man setzt die beiden Gleichung y=6x-9 und y=x? gleich; das heiBt, man berechnet die
Schnittpunkte.

6x-9 = x2

Die Loésung der quadratischen Gleichung ist x=3.

Auch auf diesem Weg ergibt sich: Die Gerade beriihrt die Normalparabel im Punkt
P(39).

Beispiel 5:
Wie lautet jeweils die Ableitungsfunktion folgender Funktionen?
a) b) c)
Funktion y = xK y = x™?3 y = x4
(keIN™ (m £ IN) (ne{5,6,7..})
Ableitungsfunktion

10



Lésung:
Man beachte, dass die Grundableitungsregel nur fiir Exponenten 1, 2, 3, ... gilt. Des-
halb muss man die Definitionsmenge fir die Variablen k bzw. m bzw. n einschranken.

a) y'=kx< Beachten Sie: k-1 ist um 1 kleiner als k.
b) y'=(m+3)x™2 Beachten Sie: m+2 ist um 1 kleiner als m+3.

c) y'=(n-4)x+° Beachten Sie: n-5 ist um 1 kleiner als n—4.

Aufgaben zu 3.3

1.

2.

In welchem Punkt hat der Graph von y=x* die Steigung -32?

Wie lautet die Gleichung der Tangente, die im Punkt P(-1|1) den Graphen von y=x° be-
rahrt?

Wie lautet die Ableitungsfunktion von y=x™"; (r¢ IN)

Wiederholungsaufgaben

1.

2.

Welche Steigung hat der Graph von y=x°® im Punkt P(-2|64)?

In welchem Punkt B beriihrt die Gerade y=—4x-4 die Normalparabel?

Wie lautet die Gleichung der Tangente an y=x*, die parallel zu y=4x verlauft?
Wie lautet die Ableitungsfunktion von y=x*?? (k ¢ {3;4;5; ...})

In P(1,6/2,56) und Q(-1,6|2,56) werden die Tangenten an die Normalparabel gezeichnet.
Berechnen Sie, wo sich die Tangenten schneiden?

Woran kénnen Sie erkennen, dass im rechten Bild nicht die Ableitungsfunktion der
Funktion im linken Bild dargestellt sein kann?

11



4. Ableitungsfunktion in Anwendungen

Vor der Sendung

Die Steigungen von Funktionsgraphen in bestimmten Punkten spielen in den Anwen-
dungen der Mathematik, in den Naturwissenschaften, der Technik, den Wirtschafts-
wissenschaften und den Sozialwissenschaften eine groBe Rolle. Die jeweiligen Funktio-
nen, deren Ableitungen gebildet werden mussen, sind in den einzelnen Bereichen und
bei verschiedenen Fragestellungen sehr unterschiedlich. Deshalb ist es nétig, fir még-
lichst viele Funktionstypen zu wissen, wie man die Ableitung bei gegebener Funktions-
gleichung bildet.

Hier helfen allgemeine Ableitungsregeln, die Sie in dieser Lektion kennenlernen werden.
Sie alle stutzen sich auf die grundlegenden "5 Schritte, die zur Ableitung einer Funktion
fihren", (siehe Lektion 3, Seite 5). Diese "5 Schritte" sollten Sie sich jetzt noch einmal
vergegenwartigen.

Da in dieser Sendung auch die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen y=sin x
und y=cos x erarbeitet werden, ist es ratsam, dass Sie lhre Kenntnisse Uber diese
Funktionen wieder auffrischen. Das Wesentliche finden Sie im Telekolleg-Begleitmaterial
"Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie".

Ubersicht

1. Mithilfe der Faktorregel kdnnen Potenzfunktionen mit einem Koeffizienten differenziert
werden.

2. Zahlreiche Aufgaben aus Anwendungsgebieten der Mathematik fliihren auf ganzratio-
nale Funktionen.

3. Um ganzrationale Funktionen differenzieren zu kénnen, benétigt man auBer der Faktor-
regel auch die Summenregel.

4. Mithilfe der "fUnf Schritte, die zur Ableitung einer Funktion fihren" werden die Ablei-

tungsfunktionen von y =;1 und y= Jx ermittelt.

5 Auf graphischem Weg werden die Ableitungsfunktionen von y = sin x und y = cos x
gefunden.



4.1

Faktorregel

In der Sendung zu dieser Lektion wur-
de eine Skaterbahn gezeigt und ma-
thematisch untersucht. Der gekrimm-
te Teil der Bahn ist in der Mitte ganz
flach und steigt nach auBen hin steil
an.

Die Bahn ist 7,20 m breit und 2,60 m
hoch.

In einem Koordinatensystem lasst sich
die Bahn durch die Funktionsglei-

6

chung y S beschreiben.
840

Die auBeren Endpunkte haben die Ko-
ordinaten A(-3,6|2,6) und B(3,6/2,6). In
diesen Punkten hat die Bahn eine sehr
groBe Steigung.

| Kol

Wie groB ist die Steigung des Graphen im Punkt B?
Mit den Mitteln der Differenzialrechnung l&dsst sich die Frage leicht beantworten. Man

muss die Ableitungsfunktion f'(x) von f(x) =$ x8 bilden und dann f'(3,6) berechnen.

Die Funktionsgleichung setzt sich zusammen aus einer Potenzfunktion, namlich xé, und

einem Faktor, oder, wie man sagt, einem Koeffizienten, ndmlich Wlo' Wie verhalt sich

so ein Faktor beim Differenzieren? — Da gibt es eine einfache Regel.

Faktorregel:
Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.

Anders ausgedrickt:
Die Funktion y = a-g(x) hat die Ableitungsfunktiony' = a-g'(x) (aslR).

Angewendet auf den Spezialfall y = a-x" (nelN*): y' = a-(n-x™").

Ergadnzende Anmerkungen:

1. Die Funktion g(x) muss an der Stelle x differenzierbar sein. Der Begriff "differenzierbar" wird in Lek-
tion 5 erlautert.

2. Da es im Telekolleg vor allem auf die Anwendung der einschldgigen Satze und Regeln ankommt,
wird auf den aufwandigen Beweis der Faktorregel hier verzichtet.




Nun kénnen wir die Frage von oben beantworten: Wie grof3 ist die Steigung des Gra-
phen im Punkt B?
_1 .6
109 = 840
1

—-6-X5
840

f'(x) =

£(36) = 8710-&3,65 ~43

Die Steigung der Skaterbahn im Punkt B ist also 4,3. Die nachste Aufgabe zeigt, was
man sich darunter vorstellen kann.

Aufgabe: Denken Sie sich eine Tangente, die den Graphen der Skaterbahn im Punkt B
berlihrt. Wie groB ist der Steigungswinkel dieser Tangente, das hei3t, der Winkel, den
die Tangente mit der positiven x-Achse bildet?

Lésung: Die Steigung der Tangente ist so groB3 wie die Steigung des Graphen in B, also
m=4,3.

Mithilfe der Steigung m einer Geraden kann man den Steigungswinkel a. der Geraden
berechnen’. Es ist: m = tan o.

Also ist 4,3 = tan oo und mithin o = 77°.

Aufgaben zu 4.1

4.2

1.

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:

1 7
a) y=>5x° b) y==x° c) y=—x"
)y ) Y=t ) Y=,
Berechnen Sie die Tangentensteigung an der Stelle xo.
a) y=-2x*; x=0,5 b) y :%x6 ; Xo=—2 c) y=-0,4x% ; Xo=—1

Ganzrationale Funktionen

In diesem Abschnitt lernen Sie einen neuen Funktionstyp kennen: die ganzrationalen
Funktionen.

Einfiihrungsbeispiel

Der Gewinn, den eine Unternehmerin flr ein bestimmtes, von ihr produziertes und ver-
kauftes Produkt erzielt, hangt natirlich von der Menge der produzierten Ware ab. Man
stellt sich vor: Je mehr jemand produziert, desto gréBer ist — bei gleichbleibendem Preis
— sein Gewinn. Der Gewinn steigt aber in der Regel nicht linear, denn die entstehenden
Kosten kdnnen mit zunehmender Produktionszahl zum Beispiel unverhaltnismaBig stark
ansteigen. Es mussen eventuell neue Maschinen angeschafft werden, Mitarbeiter zu-
satzlich eingestellt und weitere Produktionsanlagen gebaut oder gemietet werden.

' Siehe "Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Seite 148.



Der Gewinn, der bei Herstellung und Verkauf eines Produkts in Abhangigkeit von der
produzierten Menge erzielt wird, l&sst sich meist durch eine Funktionsgleichung be-
schreiben.

Im Folgenden steht x fir die Anzahl Tonnen, die produziert werden, und y fiir den Ge-
winn, der bei dieser Produktionsmenge erzielt wird. y wird in "Tausend Euro" angege-
ben. Nehmen wir an, der Gewinn y lasst sich mit folgender Funktionsgleichung berech-
nen: y=-0,05x°+ 0,25x*> + 0,4x - 0,6 .

Am Graphen der Funktion liest man einige interessante Informationen ab:

— Wenn nichts produziert wird (x=0), entste- 4, y=-0,05¢ + 0,25 + 0,4x - 0,6
hen nur Kosten. Der Gewinn ist negativ; 21
man hat Verlust (y=-0,6).

— Wenn 1 Tonne produziert wird (x=1), he-
ben sich Kosten (Ausgaben) und Umsatz
(Einnahmen) auf. Man hat weder Gewinn
noch Verlust (y=0).

\

— Der Gewinn steigt zunachst bei wachsender Produktionsmenge an, féllt dann aber
bei weiter wachsender Produktionsmenge wieder ab. Mdégliche Griinde dafir sind
oben genannt.

Die Funktionsgleichung y = -0,05x® + 0,25x2 + 0,4x — 0,6 flir den Gewinn ist ein typi-
sches Beispiel fUr eine ganzrationale Funktion.

Schreibt man den Funktionsterm als Summe, so kann man leichter erklaren, was man
unter einer ganzrationalen Funktion versteht: y = -0,05x® + 0,25x? + 0,4x + (- 0,6) .

Der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion ist eine Summe von Potenzfunk-
tionen, von denen jede einen Koeffizienten besitzt.

Dies ist eine Formulierung fir den Alltagsgebrauch. Die exakte Definition lautet so:

Eine Funktion mit der Funktionsgleichung

Y = anX" + anaX"" + an2X"2 + .+ @1X + A0
heiBt ganzrationale Funktion.
(Dabei ist: ao,ai,a2,..., an €R an# 0, n ¢ N*)

Der Exponent n heiBt Grad der ganzrationalen Funktion.

Man nennt den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion auch Polynom.
Eine ganzrationale Funktion wird auch Polynomfunktion genannt.

Beispiele fiir ganzrationale Funktionen: zugehoriges Polynom:

a) y=2x*+32x3+4x®2+1,75x + 3 2x* +3,2x3 + 4x2 +1,75x + 3
b) y=-7x%+2x%+9,2x? =7x% + 2x% + 9,2%?

c) y=8x"-3x*-x2+x+15 8x"-3x* =x2+x+15



Wie die allgemeine Funktionsgleichung y=anX"+an1X""+an2X"?+ ... + aix+ao einer ganz-
rationalen Funktion im konkreten Fall zu deuten ist, wird in folgender Tabelle an den obi-
gen Beispielen a) bis c) erlautert.

Beispiel a
Grad n as as az aj ao
4 2 3,2 4 1,75 3
Beispiel b
Grad n as a4 as az as o
5 -7 0 2 9,2 0 0
Beispiel ¢
Grad n ar ds as as as az a1 do
7 8 0 0 -3 0 -1 1 15
Fur die ganzrationale Funktion des Beispiels: y = -0,05x® + 0,25x2 + 0,4x — 0,6 gilt:
Grad n as a a ao
3 -0,05 0,25 0,4 -0,6
Aufgaben zu 4.2

4.3

Folgende Funktionen sind ganzrational. L6sen Sie die Klammern auf, und schreiben Sie den
Funktionsterm als Polynom. Geben Sie dann jeweils die in der Tabelle fehlenden Werte an.

Grad n ar as as a4 as a as o
y = (X — 3)(2x% + 5x) 2. y = (x®-4)x3+4)
y = (4x2- 6x)? 4. y = (X8 + 1)(x2 - 2)(2x2 + 3)

Ableitung ganzrationaler Funktionen - Summenregel

Um die Ableitung einer ganzrationalen Funktion bilden zu kénnen, benétigt man eine
weitere Ableitungsregel, die sogenannte Summenregel.

Summenregel:

Eine Summe (bzw. Differenz) wird gliedweise differenziert.

Anders ausgedruckt:

Die Funktion y = g(x) + h(x) hat die Ableitungsfunktion: y' = g'(x) + h'(x).

Erganzende Anmerkungen:

1. Die Funktion g(x) und h(x) missen an der Stelle x differenzierbar sein. Der Begriff "differenzierbar"
wird in Lektion 5 erléutert.

2. Da es im Telekolleg vor allem auf die Anwendung der einschlagigen Satze und Regeln ankommt,
wird auf den aufwandigen Beweis der Summenregel hier verzichtet.




Anwendung der Summenregel auf ganzrationale Funktionen
Wie lautet die Ableitungsfunktion von y = 3x*+ x® - 4x% + 6x + 2 ?

Jeder der Summanden wird flir sich differenziert:

Funktionsterm Term der Ableitung
3x4 3:(4x3) = 12x° Faktorregel,
Grundableitungsregel
x3 3x2 Grundableitungsregel
—4x2 —-4-(2x) = -8x Faktorregel,
Grundableitungsregel
6X 61=6 Faktorregel,
Regel flr y=x (Abschn.3.1)
2 0 siehe nachfolgende Regel

Die Ableitungsfunktion von y = 3x*+ x® — 4x? + 6x + 2 lautet demnach:
y'=12x*+ 3x* - 8x + 6

Die Ableitungsfunktion von y = ¢ (celR)

Der Graph der Funktion y=c (celR) ist eine Parallele zur x- y
Achse im Abstand c. Im Bild ist der Graph der Funktion ?
y=2 dargestellt. 3
Die Steigung der Geraden ist 0. Also ist y'=0 die Ablei- y=2
tungsfunktion von y=2. L
Die Ableitungsfunktion der Funktion y = ¢ (celR) ist y' = 0. 3.2.4.0.1.2.3

Aufgaben zu 4.3
1. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:
a) y=5x*-3x®+0,5x% +3x -4 b)y:%xe—x3+12
1., 1 1
C) y= =X+ =x+ = d y=(x*+5x)(2x*-6
) y= pxE Sx ) ¥ =0 +5x)2x - 6)

2. Berechnen Sie die Tangentensteigung an der Stelle xo.

a)y=‘%x4+%x3‘%x2 ; Xo=—T1 b) y=x*-4x ; xo=2
c) y=0,5x°+0,5 ; x=0,4 d) y =-0,05x® + 0,25x? + 0,4x — 0,6 ; Xo=4

3. Die Funktion in Aufgabe 2d) ist die Gewinnfunktion von Abschnitt 4.2. Deuten Sie die
Lésung der Aufgabe 2d) am Graphen auf Seite 4.



4.4

Ableitung von y :% und vy =+/x

In diesem Abschnitt sollen die Ableitungen weiterer einfacher Funktionen ermittelt wer-
den. Weil sich die Funktionen y =% und y= & als Potenzen schreiben lassen, nam-

1

L ound y= Jx = XE, liegt die Versuchung nahe, auch hier die Potenzregel

lich y=2-x
X
(Grundableitungsregel) anzuwenden (siehe Lektion 3, Abschnitt 3.2).

Hier ist aber Vorsicht geboten!
Die Grundableitungsregel wurde nédmlich nur flr den Fall bewiesen, dass der Exponent
eine naturliche Zahl ist, und nicht fir negative Zahlen, und nicht fir Bruchzahlen.

Bevor wir also die Grundableitungsregel auf Funktionen y=x* mit einem negativen oder
einem gebrochenen Exponenten anwenden diirfen, missen wir priifen, ob dies erlaubt
ist. Dazu wenden wir die "5 Schritte, die zur Ableitung einer Funktion y=f(x) flihren" (Lek-

tion 3, Seite 5) auf die Funktionen y =% und y=+x an.

1 . 1
y=; in P[Xo|g] y=+x in P(x0|,lx0)
(x00) (x0>0)
Wabhl eines zweiten Punkts 1
Q (xo+h | —— h=0
Q auf dem Graphen Goeh | Xo + h) (h=0) Q (xoth [ /X +h)  (h20)
Differenz der y-Werte von 1 1
Qund P Xo+h Xo VXo +h —yXo
Differenz der x-Werte von
Qund P (Xo+h) —x0 = h (Xo+h) = xo=h
. 1 1
Quotient; Y Diferenz Xg+h Xo VXo th —4%o
x — Differenz 207 70 —
h
1 JXg +h —4/x
Grenzwert fiir h > 0 _Xg+h X lim Y20~ V70
hIlmoT h—0 h
-

Wiirde man jetzt h=0 setzen, so ergébe sich in beiden Féllen der Bruch %. % ist aber

nicht definiert. In beiden Fallen formt man deshalb den Quotienten zunachst algebraisch
um.

Die Umformungen sind aufwandig. Fur die Anwendungsaufgaben im Telekolleg sind die
Umformungen selbst nicht von entscheidender Bedeutung, sondern nur das Ergebnis.
Deshalb folgen hier, ausgehend vom Ergebnis der Umformungen, zunéchst die Grenz-
wertbildung und die Folgerungen daraus. Im Anschluss an die Folgerungen stehen die
algebraischen Umformungen flr diejenigen, die sich dafir interessieren, zum Nachlesen
zur Verfigung.



Die algebraischen Umfor- lim -1 lim 1
mungen flhren zu: h—0 XOZ +Xgh h—0 /Xo +h+ /Xo
Der Grenzwert fir h > 0 -1 1

ergibt: Xo2 2./%o

Folgerungen:

Die Ableitung der Funktion y == ist y'=——.  (:0)
X X

Die Ableitung der Funktion y = X ist y'=—=—. (x>0
24x

Die folgenden Ausflihrungen sind fir diejenigen unter lhnen gedacht, die die algebrai-

schen Umformungen vor der Grenzwertbildung im Einzelnen nachvollziehen wollen.

1 1
. Xo+h Xq N . -
1. ILIYTJ)T Zahler und Nenner werden mit (xo+h)-xo multipliziert.
(Xo +h)-x0 _ (Xo +h)‘xo
. Xo +h Xo . . . M .
= lim Die Briche im Z&hler werden gekurzt.
h—0 h~(><0 +h)~><0
_ h - . .
= lim X (<o 1) = lim n Durch h=0 wird gekiirzt.
h—0 h-(xo +h)~x0 h—0 h-(Xg +h)-x0
. -1 ) -1
= lim = lim 2
0 (xo+h)-Xo ~ m0 x 2 +xoh

’ h -
2. lm M Zahler und Nenner werden mit (/xo +h +‘/z) multipliziert.

h—0 h

( x0+h—\/Z)-( Xo +h +\/Z)

VXo+h2*\/z2 ) (X +h)—x%q h

Im Zahler wird die 3. binomische Formel angewen-

= lim = lim = |lim ————— Durch hz0 wird ge-

hﬁoh( x0+h+1lx0) hﬁoh»(1/x0+h+‘/Zj 'Hoh»( x0+h+1lx0)
= lim

1
S e

Erweiterung der Potenzregel (Grundableitungsregel)

Jetzt kdnnen wir die Vermutung vom Anfang dieses Abschnitts bestatigen: Man darf

auch auf die Funktionen y = 1 und y= Jx die Potenzregel anwenden.
X



y= 1 kann man auch schreiben als y = x.
X
Wendet man die Potenzregel an, so ergibt sich: y' = (-1)x2, und das ist nichts anderes

als: y'f—i
2

1

y= Jx kann man auch schreiben als: y= X2 .
1
Wendet man die Potenzregel an, so ergibt sich: y'=%x 2, und das ist nichts anderes

. 1
als: y'=——.

24X

Aufgaben zu 4.4

1. Berechnen Sie die Tangentensteigung an der Stelle xo.

a)y=£;x0=—2 b)y=£; Xo= =
X X 2
) 3 . 1 i
c) y=-3x tx= = x0=0,5 d) y== +1; x0=0,4
e)y:& : Xo=4 f)y=6\/;+6;Xo=9
1
9) y=%+& ; xf% h) y=x*-0,5x* = x2+2x" ; Xo=1

2. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Graphen von y =% und y = Jx.
Berechnen Sie die Steigungen der beiden Graphen in diesen Punkten.

3. An welcher Stelle hat der Graph der Funktion y = Jx die Steigung %?

4. An welcher Stelle hat der Graph der Funktion y =$ die Steigung -4 ?

5. Begriinden Sie anhand der Ableitung von y =% (x=0), dass der Graph von y =% weder

fur positive noch flr negative x-Werte eine positive Steigung hat.



4.5

Die Ableitungsfunktionen von y=sinx und y=cosXx

In der Sendung wurden die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen y = sin x
und y = cos x anschaulich mithilfe der Graphen gewonnen.

Ableitung von y = sin x

In Lektion 3 wurden die Graphen einer Aus-
gangsfunktion und ihrer Ableitungsfunktion
verglichen (siehe Lektion 3, Seite 3). Als Aus-
gangsfunktion nehmen wir jetzt y = sin x.
Den Graphen kennen Sie.?

Um den Graphen der Ableitungsfunktion zu
erhalten, schauen wir uns die Steigung der
Ausgangsfunktion in markanten Punkten an.

| Ausgangsfunktion |
3
Y y=sin x
17 | 3=
: T 2 2 X
2 v r
E |
1+
MatheGrafix.de

Punkt Steigung von y = sin x Anschauliche Begriindung
Tangente ist die Gerade y=x; sie hat die
(0]0) 1 :
Steigung 1.
[g 1] 0 Der Graph hat eine waagerechte Tangente.
Der Graph ist symmetrisch zur Geraden
(n|0) -1 =T
[3—; —1J 0 Der Graph hat eine waagerechte Tangente.
(2n]0) 1 Die Funktion hat die Periode 2.

Ubertragt man die Steigungswerte in ein Ko-
ordinatensystem und bestimmt weitere Stei-
gungswerte in anderen Punkten mit dem gra-
phischen Verfahren (siehe: Lektion 1, Seite
4), so erhalt man den Graphen der Ablei-
tungsfunktion.

Die Ableitungsfunktion von y = sin x ist:
y' = COS X.

|Ableitungsfunktion|

2 zur Wiederholung von Sinus und Kosinus: siehe "Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra

und Trigonometrie", Abschnitte 12.2-12.4.

10



Ableitung von y = cos x

Fiihrt man bei y = cos x entsprechende Uberlegungen durch wie oben, so erhélt man:

Punkt Steigung von y = cos x |Ausgangsfunktion |
©[1) 0 ty
1-
n b 3n [
3l 5 I~ -
: 2n
(n]-1) 0 14 y=C0S X
3n
— |0
&l |
©n | 1) 0 : [Ableitungsfunktion|
A
Y y'=-sin x
! T /T\
Die Ableitungsfunktion von y = cos x ist: 2 b : ’;
y' =-sinx. ! 3 2n
-1 2

Aufgaben zu 4.5

1. Berechnen Sie die Tangentensteigung
a) der Sinusfunktion b) der Kosinusfunktion

an der Stelle X0=% .

2. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von y = a-sin x , wobei a eine reelle Zahl (acR)
ist.

Begriinden Sie, dass die Graphen aller dieser Funktionen bei xo =g eine waagerechte

Tangente haben.

3. Zeigen Sie, dass der Graph von y = sin x + cos X in Xo :% eine waagerechte Tangente

hat.
4. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion y = (sin x)?, indem Sie geeignete Funktionswer-

te mit dem Taschenrechner bestimmen. Skizzieren Sie den Graphen der zugehdrigen
Ableitungsfunktion.

11



Ausblick auf Lektion 5

In der Sendung zu Lektion 4 wurden eine weitere Funktion und ihre besonderen Eigen-
schaften angesprochen: y = |x? — 4. In der Sendung zu Lektion 5 wird diese Funktion
wieder aufgegriffen, da die Eigenschaften der Funktion thematisch zu Lektion 5 geho-
ren.

Im Begleitmaterial werden die Funktion y = |[x2 — 4| und ihre Eigenschaften in Lektion 5
behandelt.

Wiederholungsaufgaben

1. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:

a) y:gx5_£x4+gx3+x—E b) y =2 sinx + 2 cos x
5 4 3 7

c) y=lx2+ LS d) y=@x"+4x*@3x-3)
4 4 4x

2. Berechnen Sie die Tangentensteigung an der Stelle xo.
a) y=-0,2x%+ 0,25x* + 0,5x% + 0,75 ; %0=0,2
b) y= 2 x=-03
X

Cc) y=sinx ; x—ﬂ
= y 0_ 4
d) y=24x ; x=9
3. An welcher Stelle hat der Graph der Funktion y = Jx die Steigung 8?

4. An welcher Stelle hat der Graph der Funktion y =1 die Steigung —% ?
X
5. Wo hat der Graph von y = %xa +% x2 + 2 eine waagerechte Tangente?

6. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion y = sin 2x, indem Sie geeignete Funktionswer-
te mit dem Taschenrechner bestimmen. Skizzieren Sie den Graphen der zugehdrigen
Ableitungsfunktion.

12



5. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Vor der Sendung

Diese Lektion dient einer mathematisch-fachlichen Vertiefung des bisher Behandelten.
Aus der Sicht der Anwendungen, die ja im Telekolleg im Vordergrund stehen, sind die
Themen dieser Lektion nur von untergeordneter Bedeutung. Bei den von lhnen zu
bearbeitenden Aufgaben geht es ja vor allem um das Lésen bestimmter Fragestellungen
mithilfe von Regeln und Verfahren und weniger um das Beweisen mathematischer
Sétze.

Fiar diejenigen von lhnen aber, die sich in Zukunft vertieft mit Mathematik beschéaftigen
wollen, sind die Inhalte der Lektion eine wichtige Grundlage zum Versténdnis eines
prézisen Aufbaus der Differenzial- und Integralrechnung.

Die neuen Begriffe "Differenzierbarkeit" und "Stetigkeit" werden anschaulich an
Funktionsgraphen erldutert. Rechnerisch-algebraischer Kalkil ist auf ein Minimum
reduziert. Dennoch sollten Sie sich zur Vorbereitung die "5 Schritte, die zur Ableitung
einer Funktion fihren" in den Lektionen 3 und 4 nochmals in Erinnerung rufen.

Die Uberlegungen zum "Grenzwert fiir x>xo" in Lektion 2 werden bei der Behandlung
der Stetigkeit (Abschnitt 5.3) aufgegriffen und weitergefiihrt. Eine Wiederholung von
Abschnitt 2.2 ist deshalb empfehlenswert.

Ubersicht

1. Abschnittweise definierte Funktionen treten vor allem dort auf, wo empirische
Sachverhalte mithilfe von Funktionsvorschriften beschrieben werden sollen. In dieser
Lektion dienen sie dazu, "auBergewodhnliche" Eigenschaften von Funktionen genauer zu
untersuchen.

2. Die bisher betrachteten Funktionen, zum Beispiel die ganzrationalen Funktionen,
ermoglichten es, fir jede Stelle x der Definitionsmenge den Differenzialquotienten, das
heiBt die Ableitung — und mithin die Steigung des Graphen im entsprechenden Punkt —,
zu bestimmen. Dies ist nicht selbstverstandlich. Die Untersuchung der
Differenzierbarkeit geht der Frage nach, ob bei einer Funktion an einer Stelle der
Differenzialquotient existiert oder nicht.

3. Die Stetigkeit ist eine Eigenschaft von Funktionen, die nicht selbstverstandlich ist. Die
bisher betrachteten Funktionen besaBen diese Eigenschaft. Funktionen, die diese
Eigenschaft nicht besitzen, fordern zu genaueren Untersuchungen heraus.



5.1

Abschnittweise definierte Funktionen

In den Sendungen zur letzten Lektion und zu dieser Lektion

wurde eine Funktion mit einer besonderen Eigenschaft
angesprochen. Es handelt sich um die Funktion:
y=|x2-4|.

Man kann sich vorstellen, dass sich die Funktion aus 3
Teilen zusammensetzt:

— Fur x<-2 ist die Funktion identisch mit der Funktion y=x>-

4. In diesem Abschnitt wirken sich die Betragsstriche
nicht aus, weil x>-4 nicht negativ ist. Man kann die

Betragsstriche einfach weglassen.
— Das Gleiche gilt fiir den Abschnitt x>2.

— Fur x-Werte zwischen -2 und +2, also fur —2<x<2, ist x*>-4 negativ. Wegen der
Betragsstriche muss man aber den jeweils entsprechenden positiven Wert als
Funktionswert nehmen. Die Funktionsgleichung heiBt dann y=—(x*>-4).

Beispiele: x-Wert x2—4 —(x2 - 4)
X = —1 1-4=-3 —-(-3)=+3
x=0 0-4=-4 —(4)=+4
x=0,5 0,25-4=-3,75 —(-3,75) = + 3,75

Man bezeichnet eine Funktion, die sich aus mehreren Teilen zusammensetzt, als
abschnittweise definierte Funktion und schreibt die Funktionsvorschrift so:

x2-4 fir x<-2
y=1+ —(x*3-4) fir 2<x<+2
xX2—4 fur x >-2

Abschnittweise  definierte  Funktionen findet man vor allem dort, wo
Funktionsvorschriften empirische Funktionen beschreiben. Dies ist zum Beispiel der
Fall, wenn ein funktionaler Zusammenhang durch einen Graphen vorgegeben ist (1.
Beispiel), wenn die Funktion aus einer Messreihe gewonnen wurde (2. Beispiel) oder die
Abhangigkeit einer GréBe von einer anderen verbal beschrieben wird (3. Beispiel).

Beispiel 1:

Ein Skihang hat die rechts dargestellte Form.
Sie lasst sich durch zwei quadratische Funk- s
tionen beschreiben: fi(x) = -0,1x2+ 4,8 .
und f2(x) = 0,05x%-1,2x + 7,2.

Dem Graphen kann man entnehmen, dass an 2
der Stelle x=4 der eine Graph in den anderen 1
Ubergeht. Dies kann man auch rechnerisch
bestatigen: fi(4) =-0,1-42+4,8 = 3,2 und

f2(4) = 0,05-4%-1,2:4+7,2 = 3,2 .




Die Funktionsvorschrift setzt sich also aus zwei Abschnitten zusammen:

-0,1x>+ 4,8 fur 0<x<4
y:
0,05x>-1,2x + 7,2 fur 4 <x<12

Beispiel 2:

In ein GefaB (siehe Bild) 1&uft gleichmaBig Wasser ein. Die Hohe des
Wasserstands wird in regelmaBigen Zeitabstdnden gemessen. Das
Ergebnis ist in folgender Tabelle dargestellt.

Zeit x 1 2 3 4 5 6
[min]

Hohey |, 4 6 10 14 18
[cm]

Der Tabelle kann man entnehmen:

— In den ersten 3 Minuten steigt das Wasser langsamer als in den nachsten 3
Minuten. Das einflieBende Wasser hat also nach 3 Minuten die Verengung des
GeféBes erreicht.

— In den ersten 3 Minuten steigt der Wasserspiegel um 2 cm pro Minute, in den
nachsten 3 Minuten um 4 cm pro Minute.

Die Zuordnung kann durch eine abschnittweise definierte Funktion beschrieben werden.
In beiden Abschnitten handelt es sich um lineare Funktionen, da das Wasser
gleichmaBig steigt. Die Funktionsterme erhdlt man, wenn man jeweils aus zwei
Zahlenpaaren Steigung m und y-Achsenabschnitt b der entsprechenden linearen
Funktion y=mx+b ermittelt.’

y [cm]

{2x fir 0<x<3 0
4x - 6 fir 3<x<6 9

Im Bild rechts ist der Graph der abschnittweise definierte
Funktion dargestellt.

Der Graph hat an der Stelle (3|6) einen "Knick". Auf Funktionen,
deren Graphen ein solches Verhalten aufweisen, wird in Abschnitt
5.3 naher eingegangen. 2

' Siehe: "Grundkurs Mathematik — Vom Rechnen zu Algebra und Trigonometrie", Seite 85.



Beispiel 3:
Bei einem Handler kostet Streumaterial gegen Eis und Schnee 1,50 € pro kg. Bei
Abnahme von 10 kg und mehr verlangt der Handler 1,20 € pro kg.

Die Funktionsvorschrift ldsst sich aus den Angaben leicht

Eur
erstellen. 25 el
{1,5x fir 0<x <10 .
1,2x  fir x>10 s
10
Der Graph der abschnittweise definierten Funktion ist hier s
abgebildet. Dabei bedeutet: X [kg]
o: Der Punkt gehdrt nicht zum Graphen. of 5 10 15 20 =

e : Der Punkt gehoért zum Graphen.
Der Graph macht an der Stelle x=10 einen "Sprung". Auf Funktionen, deren Graphen ein
solches Verhalten aufweisen, wird in Abschnitt 5.3 naher eingegangen.

Aufgaben zu 5.1

1. Zeichnen Sie den Graphen der abschnittweise definierten Funktion:

a) x-1 fur0<x<2 b) 0,5x+0,5 fir0<x <1
y =4 —2x+6 fir2 <x<3 y =4 2x-1 fir1<x<2
0,5x-1,5 fir3<x<5 -0,5x+4 fir2<x<4

C) 0,5 furo<x<1

y=42 fir1<x<2
3,5 flr2<x<3

2. Geben Sie fir folgende abschnittweise definierte Funktionen die Funktionsvorschrift an.
¥ ¥ ¥
a) ; b) 2 / 0 | >
1 21
! 2 <10 12 - ! \/
/ \ X N %
2 10 ERN / 12 3 a4
1 2 I

3. Schreiben Sie folgende Betragsfunktionen als abschnittweise definierte Funktionen:

a) y=|x| b) y = [x-1] c) y=12x+2| d) y=[2x]+2
e) y=[1-x f) y=Ixx|



5.2

Differenzierbarkeit

Zurick zum EinfGhrungsbeispiel.

Bereits in der Sendung zu Lektion 4 wurden zwei Punkte
des Graphen als aufféllig erkannt und genauer untersucht:
(2|0) und (-2]|0). In diesen Punkten hat der Graph eine
"Spitze". Fragt man nach einer Tangente an den Graphen
in diesen Punkten bzw. nach der Steigung des Graphen, so

kann man keine eindeutige Antwort finden.

In der Sendung zu Lektion 4 wurde fir den Punkt P(2|0) ge-
zeigt, dass man zu unterschiedlichen Steigungswerten kommt, je nach dem, ob man
sich diesem Punkt von rechts oder von links nahert. Dies wird jetzt aufgegriffen, indem
die bekannten "5 Schritte, die zur Ableitung einer Funktion flhren" (siehe Lektion 3,
Seite 5) angewendet werden, und zwar zundchst mit einem Punkt Qi, der rechts von

P(2|0) liegt und dann mit einem Punkt Q, der links von P(2|0) liegt.

Anndherung an P von rechts

|

|

:

|

II f(Xo+h)
-~

|

|

X

Xo Xot+h

allgemein:

y = f(x)
Ann&herung an P(xo| f(xo))

Beispiel:
y = x*-4
Annaherung an P(2|0)

Wabhl eines Punkts Q1

Qi(xo+h | f(xo+h))  (h>0)

Qi (2+h | 2+h)2=4) (h>0)
d.h. Qi (2+h | 4h+h?)

Differenz der y-Werte

h—0 h

- 2y _
von Qs und P f(xo+h) — f(xo) 4h+h?)-0
Differenz der x-Werte
von Qi und P (Xo+h) = x0=h @+h-2=h

... y—Differenz f(x, +h) —f(x,) 4h +h?
Quotient: Differonz % = 4+h
Grenzwert fiir h>0 lim 10 + M —f(xo)

le(4+h):4




Anndherung an P von links

foxo-h) | - 1-

allgemein:

y = f(x)
Ann&herung an P(xo| f(xo))

Beispiel:
y = —-X*+4
Ann&herung an P(2|0))

Wahl eines Punkts Q2

Qz(xo—h | f(xo—h)) (h>0)

Q2 2-h | -2-h)?+ 4) (h>0)
d.h. Q. (2-h | 4h-h)

Differenz der y-Werte

on Qi p f(xo=h) — f(xo) (4h—h?) -0
pifterenz cor xelerte (xo=h) = x0 = -h @-h)-2=-h
—_Di 2
Quotient: % W 4h—7hh = —4+h
Grenzwert fur h>0 mw lim (-4 +h) = -4

Im Beispiel ist der rechtsseitige Grenzwert +4 und der linksseitige —4. Die Grenzwerte

stimmen nicht Gberein.
Man sagt:

Die Funktion y = |x2 - 4| ist an der Stelle x=2 nicht differenzierbar.
Gleichbedeutend ist: Der Graph hat in diesem Punkt keine eindeutige Tangente.

Beispiel fiir eine abschnittweise definierte Funktion, die an der "Nahtstelle"

differenzierbar ist

In Abschnitt 5.1 wurde der Verlauf eines

beschrieben:

-0,1x*+ 4,8
y =

0,05x>-1,2x + 7,2

Der Verlauf des Graphen ldsst vermuten, dass
im Punkt (4/3,2) eine eindeutige Tangente
existiert, die Funktion dort also differenzierbar 0

ist.

Skihangs durch folgende Funktion

fir 0<x<4

fir 4 <x<12

-0,1x2+ 4,8

0,05x%-1,2x +7,2

Die rechnerische Uberpriifung mit den "5 Schritten" bestétigt dies.




Anndherung an P von rechts

allgemein:
y =fx)
Annédherung an
P(Xo] f(xo))

rechter Abschnitt:
y =0,05x% - 1,2x + 7,2
Annaherung an
P4 ]3,2)

Wahl eines Punkts Q1

Qi(xo+h | f(xo+h))
(h>0)

Q1 (4+h | 0,05(d-+h)—1,2(d+h)+7,2)
d.h.
Q: (4+h ] 0,05h% - 0,8h +3,2) (h>0)

Differenz der y-Werte

f(xo+h) — f(xo)

(0,05h% - 0,8h + 3,2) - 3,2

h—0 h

von Qi und P
Differenz der x-Werte
von Qi und P (o+h) =xo =h @+h-4=h
i i, ¥~ Differenz f(x, +h)—f(x,) 0,05h? -08h
Quotient: x — Differenz % T h - 0,05h-038
Grenzwert fir h>0 lim 10+ = (xo) lim (0,05h-08) = -08

Anndherung an P von links

Wahl eines Punkts Q>

allgemein: linker Abschnitt:
y = f(x) y=-0,1x2+ 4,8
Anndherung an Annaherung an
P(Xo | f(xo)) P@4 | 3,2)
Qa(xo—h | f(xo=h)) Q: (4-h | =0,1(4-h)? + 4,8)

(h>0)

d.h.
Q2 (4-h | -0,1h*+ 0,8h + 3,2) (h>0)

Differenz der y-Werte
von Q2 und P

f(xo—h) — f(xo)

(-0,1h? + 0,8h + 3,2) - 3,2

Differenz der x-Werte

h—-0

von Q2 und P (=) = X0 = -h @-h-4=-n

.. y—Differenz f(x, —h)—f(x,) -0,1h* +0,8h
Quotient: T —— % —= 0,1h-0,8
Grenzwert fir h>0 Iimf(XOL)h_f(XO)

lim (01h—08) = -08

Der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert stimmen Uberein: -0,8. Die Funktion ist

in x=4 differenzierbar.

Gleichbedeutend ist: Der Graph besitzt in dem Punkt (4]3,2) eine eindeutige Tangente.

Differenzierbare Funktionen
In den Lektionen 1 bis 4 haben wir auf eine ganze Reihe von Funktionen die "5 Schritte"
angewendet, um die Ableitung der jeweiligen Funktionen an den untersuchten Stellen zu
ermitteln. Genau genommen hétten wir jedes Mal den Grenzwert von links und den
Grenzwert von rechts bilden missen, um sicherzustellen, dass eine Ableitung existiert,
die Funktion also an der untersuchten Stelle differenzierbar ist.




Allgemein gilt:

Eine Funktion y=f(x) ist an der Stelle xo differenzierbar, wenn die folgenden
Grenzwerte existieren und gleich sind:

lim o =M =1(o) _ - TXo +1) —1(X) (h>0)

h>0 (X, —h)—X, >0 (X, +h)—X,

Die Ergebnisse, zu denen wir bei entsprechenden Untersuchungen der bisher

behandelten Funktionen gelangt wéren, sind im Folgenden zusammengestellt.

— Die ganzrationalen Funktionen, die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion sind auf
IR differenzierbar.

— Die Funktionen y:i und y=& sind auf ihrer jeweiligen Definitionsmenge
X

differenzierbar.

Aufgaben zu 5.2

5.3

Prifen Sie, ob folgende abschnittweise definierte Funktionen y=f(x) an der Stelle x=2
differenzierbar sind, indem Sie die "5 Schritte" bei einer Anndherung von links und bei einer
Anndherung von rechts an x=2 durchflihren und die Ergebnisse vergleichen.

1. {xs firo<x<2 2, {1,5x2—2 firo<x<2
y:

2x2  fur2<x<3 0,5x° fur2 <x<3

Stetigkeit

Unstetige Funktionen
Bei zahlreichen empirischen Funktionen — und nicht nur dort — findet man ein Verhalten,
das von dem der bisher betrachteten Funktionstypen abweicht (siehe auch Abschnitt
5.1).

A

Yoy =
Zwei charakteristische Beispiele: y =1k
Beispiel 1:

Der Graph der Funktion y=f(x) macht in xo einen "Sprung". Der
Funktionswert f(xo) an der Stelle xo gehért zu der linken
Teilfunktion. Die rechte Teilfunktion ist in xo nicht definiert.

f(xo)

¥

Xo




Beispiel 2:

Der Graph dieser Funktion y=g(x) hat in xo eine Licke.
Trotzdem ist die Funktion in xo definiert. Der Funktionswert
g(x0) gehdrt aber weder zur linken Teilfunktion noch zur
rechten. Der entsprechende Punkt ist mit e
gekennzeichnet.

Man sagt:
Die Funktionen y=f(x) und y=g(x) sind in xo unstetig.

Was versteht man unter "Stetigkeit einer Funktion an der Stelle x,"?

Folgende Plausibilitdtsbetrachtung kann dies
verdeutlichen.

Man stelle sich vor, die Punkte Qs und Q. wandern auf dem
Graphen der Funktion y=f(x) auf den Punkt P(xo|f(xo) zu.
Wenn sie sich im Grenzfall im Punkt P treffen, so ist die
Funktion in xo stetig.

Diesen Sachverhalt driickt man mathematisch so aus:

lim f(x, —h) =lim f(x, +h) =f(x;)  (h>0)

T g(xo)

) B

Xo

4

Im Beispiel 1 stimmt zwar der linksseitige Grenzwert Ihirrg f(x, —h) mit dem Funktionswert

f(xo) Uberein, aber nicht mit dem rechtsseitigen Grenzwert Ihirrg f(x, +h).

Die Funktion y=f(x) ist deshalb an der Stelle xo unstetig.

Im obigen Beispiel 2 stimmen der linksseitige Grenzwert und der rechtsseitige
Grenzwert Uberein: Ihingg(xo—h):Lingg(xo+h). Sie unterscheiden sich aber vom

Funktionswert g(xo). Die Funktion y=g(x) ist deshalb an der Stelle xo unstetig.

Ist eine Funktion an der Stelle xo nicht definiert, so ist sie dort auch nicht stetig.




Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Die Funktion y=|x?>-4| (siehe Abschnitt 5.1) ist ein Beispiel
fir eine Funktion, die an einer Stelle stetig und doch nicht
differenzierbar ist.

Stellen wir uns vor, die Punkte Qi und Q2 wandern auf dem
Graphen auf den Punkt P(2|0) zu. Im Grenzfall trifft Qq
genauso wie Q: auf P. Das hei3t:

lim £(2 - h) = im f(2+ h) = f(2) (h>0)

Somit ist die Funktion y=|x?-4| an der Stelle x=2 stetig. Aus
Abschnitt 5.2 wissen wir aber, dass sie dort nicht
differenzierbar ist.

Umgekehrt gilt aber:

Ist eine Funktion y=f(x) an der Stelle x, differenzierbar,
so ist sie dort auch stetig.

Anschaulich kann man sich das so erklaren:

Es wird vorausgesetzt, dass die Funktion in xo
differenzierbar ist. Dann hat sie dort eine eindeutige
Tangente t. Diese Tangente ist die Grenzlage der
Sekanten s+ und sz, wenn Qs bzw. Q. auf dem Graphen auf
P zuwandern. Da vorausgesetzt wird, dass eine eindeutige
Tangente existiert, missen die drei Punkte Qi, Q2 und P

[

\ B

im Grenzfall zusammenfallen. Dies ist aber genau die Bedingung dafiir, dass die

Funktion in xo stetig ist.

Anschauliches Erfassen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Anhand der folgenden Graphen soll anschaulich entschieden werden, ob die
entsprechenden Funktionen an der Stelle xo stetig oder nicht stetig bzw. differenzierbar
oder nicht differenzierbar sind. Stellen Sie sich jeweils einen Punkt Qs links und einen
Punkt Q2 rechts der kritischen Stelle P(xo|f(xo) vor. Lassen Sie in Gedanken die Punkte
auf dem Graphen auf P zuwandern, und Uberlegen Sie, ob die Bedingungen fir

Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit erfillt sind.

(1) ry Begriindung
nicht Links- und rechtsseitiger Grenzwert von
stetig y=f(x) flr x>xo stimmen nicht tberein.
X ;
\ > nicht L . .
o differenzierbar Funktion ist in xo nicht stetig.
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@

(4)

yXx

Begriindung

Links- und rechtsseitiger Grenzwert

stetig von y=f(x) flir x=>xo stimmen mit dem
Funktionswert Gberein.
nicht Die Grenzwerte der

differenzierbar

Sekantensteigungen in xo von links und
von rechts stimmen nicht Uberein.

y Begrindung
nicht Die Funktion ist in xo nicht definiert.
} X stetig
Xo || nicht Funktion ist in xo nicht stetig.
differenzierbar
y Begriindung
i . Links- und rechtsseitiger Grenzwert fur
| nicht ) . .
\ steti X=>Xo stimmen nicht mit dem
| < 9 Funktionswert Uberein.
| iy .
%o ||  nicht Funktion ist in xo nicht stetig.
differenzierbar
by Begriindung
Links- und rechtsseitiger Grenzwert
} stetig von y=f(x) flr x>xo stimmen mit dem
| ) Funktionswert Uberein.
x‘ > nicht Die Grenzwerte der Sekantensteigun-
° differenzier | 9en in Xo von links und von rechts stim-
bar men nicht Uberein.

Anschauliche Betrachtungsweisen an Graphen geben natlrlich keine Sicherheit, ob
getroffene Entscheidungen Uber Stetigkeit und Differenzierbarkeit wirklich richtig sind.
Sowohl beim Differenzialquotienten als auch bei der Stetigkeit miissen bei exaktem
Vorgehen die jeweiligen Grenzwerte — sofern sie existieren — rechnerisch ermittelt
werden. SchlieBlich muss geprtift werden, ob die oben genannten Bedingungen fir
Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit erflillt sind.
Entsprechende Ausflihrungen Ubersteigen den Rahmen des Telekollegs. Interessierte
finden diese zum Beispiel in den einschldgigen Lehrbichern fir die gymnasiale
Oberstufe. In dieser Lektion geht es vor allem darum, ein anschauliches Verstéandnis fur
Stetigkeit und Differenzierbarkeit aufzubauen.

11




Grenzwerte fiir x->xo - Ubersicht {iber Schreib- und Sprechweisen

Bereits in Lektion 2 wurden Grenzwerte flir x>xo untersucht (siehe Abschnitt 2.2). Die
folgende Tabelle gibt eine Ubersicht (ber die gebrauchlichen Begriffe und
Schreibweisen im Zusammenhang mit Grenzwerten von Funktionen y=f(x), wenn sich x
einer Stelle xo ndhert.

linksseitiger Grenzwert lim f(x) Ihingf(x0 -h)  (h>0)
X—X0~ -

rechtsseitiger Grenzwert lim f(x) Ihing f(x, +h)  (h>0)
x—xo" -

Wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert Ubereinstimmen, spricht man vom
"Grenzwert einer Funktion fiir x>x." (ohne weiteren Zusatz).

lim f(x) Ihlrrg f(x, +h)  (h=0)
X—XQ =
Grenzwert x nimmt Werte gréBer xo und h nimmt Werte gréBer 0 und
kleiner xo an. kleiner 0 an.
Aufgaben zu 5.3
1. An welcher Stelle xo sind folgende Funktionen unstetig? Geben Sie einen Grund fur die
Unstetigkeit an.
a) {xz furo<x<1 b) y:i
y= X
X+1 fur1<x<3
2 _ —
c) x 1 fur x =1 d)y:X(X 2)
y=< x-1 X-2
1 furx =1
2. Welche der folgenden Funktionen sind jeweils an der Stelle xo unstetig, welche sind

stetig, aber nicht differenzierbar?

A y Ky Ky Ky
a) b) c) d)

 Bal
 Bal

h ol
 Bal

Xo Xo Xo Xo

12



Wiederholungsaufgaben

1. Geben Sie fir folgende abschnittweise definierte Funktionen die Funktionsvorschrift an.

a) ¥ b) ¥

w
w

- ra
- ra

2. Schreiben Sie folgende Betragsfunktionen als abschnittweise definierte Funktionen.

a) y=[x-2| b) y=|x|-2 o y=-1|

3. An welcher Stelle xo sind folgende Funktionen unstetig? Geben Sie einen Grund fir die

Unstetigkeit an.
a) b) c)

x>-1 fir0<x<2 {x2—1 fir0<x<2 X2 —4
y = = y =

x+1 fur2<x<4 x=1)2 fur2<x<4 X-2

13



Lésungen der Aufgaben

Liebe Kollegiatin, lieber Kollegiat,

die Lésungen wurden mit groBtmdglicher Sorgfalt erstellt, die Aufgaben mehrfach durchgerech-
net. Trotzdem kdnnen sich Fehler eingeschlichen haben. Wenn Sie bei einer Aufgabe trotz mehr-
fachen Rechnens nicht zu dem Ergebnis kommen, das in den L&sungen steht, sollten Sie je-
manden zu Rate ziehen (z.B. Kolleglehrer/in, Mitkollegiat/in) und uns ggf. einen gefundenen Feh-

ler mitteilen. Vielen Dank.

Lektion 1

Aufgaben zu 1.1

1. a) 2; b)-2; c¢)-25
2. a) y=2x-1 b) y==x+3 c¢) y=-3x
3. a)80K" . p) gokM

h h

4. a) Steigung in P(3|0): 2;

Aufgaben zu 1.2

b) Steigung in P(2|2): -1

1. Q24 2. Q2 (1,52,25 ) Qs (1,1]1,21) Q4 (1,01]1,0201)
mi =3 my; =2,5 ms = 2,1 ms4 = 2,01

3. m=2
Aufgaben zu 1.3

1. m=2 2. m=3
Aufgaben zu 1.4

1. m=-5 2. m=12 3. (3]9) 4. (2/8) und (-2|-8) 5. (-1]1)
Wiederholungsaufgaben

km
1. 60T 2. m=24 3. m=27 4. (-2,4]5,76)

5. (1,5]3,375)und (-1,5|-3,375) 6. y = 6x-9

7. fir x =0 und fir x:%




Lektion 2
Aufgaben zu 2.1

1. a) 3
2. a) kein Grenzwert

3. a5

Aufgaben zu 2.2
1. @) xo=5
2. a3
3. a) hebbar; f(0)=5

Wiederholungsaufgaben
1. a) 1
2. a0
3. a) Pol

4. a) kein Grenzwert

5. a) entfallt

7
b) - L
)6

b) kein Grenzwert

b) 5

2 3 4 % 8

c)0
c) Grenzwert: 1

c) 0

C) Xo=6 und Xo=-6
c) 8
c) Pol

c) 0
c) Ound?2
c) in0: Pol ; in2: hebbar

c) in 0: kein Grenzwert ; in 2:

c) inO: entféllt ; in2: f(2) =

0)

NP N



Lektion 3

Aufgaben zu 3.1

1.
y'=f'(x) xi1=4 Xz = % x3=-0,5
yI = 2X 8 3 -1
27
y' = 3x2 48 = 0,75
27
y' =4x3 256 > -0,5
2.
Die Ausgangsfunktion ... Weil die Ableitungsfunktion...
— fallt fur folgende x-Werte: x<0 fiir x<0 negativ ist.
— steigt fir folgende x- Werte: x>0 fur x>0 positiv ist.

— hat fur folgende x-Werte eine horizon-

fiir x=0 den Wert 0 hat.

tale Tangente: x=0

Aufgaben zu 3.2

1. a) y'=10x° b) y'=23x*

2. y=x' 3. y'=8x ; f'(1)=8
Aufgaben zu 3.3

1. (-2|16) 2. y=-6x-5 3. y' =(r+1)x
Wiederholungsaufgaben

1. -192 2. (-2]4) 3. y=4x-3 4. y' = (k=2)x*3 5. (0]|-2,56)

6. (1) Fir x<0 ist die Steigung der Ausgangsfunktion positiv und nicht negativ.

(
(2) In x=0 ist die Steigung der Ausgangsfunktion 0 und nicht —1.
(

3) Fir x>0 ist die Steigung der Ausgangsfunktion positiv und nicht negativ.

Lektion 4

Aufgaben zu 4.1
1. a) y'=25x*
2. a) -1

b) y'=x*
b) 144




Aufgaben zu 4.2

1. Grad ar as as as as a ai Ao
4 0 0 0 2 -6 5 -15 0
2. Grad ar as as a as az ai ao
6 0 1 0 0 0 0 0 -16
3. Grad ar as as a as az ai ao
4 0 0 0 16 -48 36 0 0
4, Grad ar as as as as ar a ao
7 2 0 -1 2 -6 -1 0 -6

Aufgaben zu 4.3

1. @) y'=25x"-9x® +x + 3 b) y' =4x5-3x? C) y':%x+%
d) y'=10x* + 12x2 - 30
2. a) % b) 8 c) 0,064 d) 0

3. Die Tangentensteigung im Punkt (4|1,8) ist 0. Der Graph hat dort eine horizontale Tan-
gente. Im betrachteten Bereich ist dies der hochste Punkt. Das hei3t: Bei einer Produk-
tion von 4 Tonnen wird der groBte Gewinn erzielt.

Aufgaben zu 4.4

1. a) —% . b)—48 ; o) 10 ; d) 625 ; e)% . 1 g -15 ; h) -05
1 1 1
2. (111 ; f'(M)=-1 ; dMN)== 3. x=4 4, X1= = ; Xe=——=
UDERI0 g(1)= x Xi=2 Xe=—
5. Die Ableitungisty' = _xiz . Welchen Wert man auch fir x einsetzt, y' ist immer negativ.
Aufgaben zu 4.5
1. a) 0,707 b) -0,707
2. y'=acosx ; Esist a-cos%:O fir alle asIR.
3. y'=cosx-sinx ; f'(%j =-0,707 +0,707 =0
4. Ausgangsfunktion y = (sin x)? Ableitungsfunktion y'
Ay Ay,
11 11

A Bal
h Aol




Wiederholungsaufgaben

. 1 1 1
1. a) y'=2x* - x®+2x® + 1 b) y' =2-cos x - 2-sin C) Y==Xx+=-
) y X* = x3 42x2 + )y X i )y2x+4 e
d) y' = 30x*—24x®+ 36x2 — 24X
2. a) 0,2064 b) -100 c) -0,707 d) %
1
X= — 4. X9=2 ; Xo=-2 5. x1=0 ; xe=-1
256
6. Ausgangsfunktion y = sin 2x Ableitungsfunktion y'
Ty Ty
|
1 1 :
ﬂ/\ 2n X I N
\/ \/ i &
-14 1+
Lektion 5
Aufgaben zu 5.1
1. a) b) c)
¥ 1 y h\" o—e
3 3 3t
2
2 2 o—e

2. a) y={x+2 fir -2,5<x<0
-x+2 fiur 0<x<25

Anmerkung: Der Punkt (0]2) wurde in der angegebenenen Losung dem linken Teilgra-

phen zugeordnet. Genau so gut hatte man den Punkt auch dem rechten Teilgraphen
zuordnen kénnen. Dann wirde die Losung, die ebenfalls richtig ist, heiBen: : .

y_{x+2 fur 2,5<x<0 A2 1 0 1
X+ 2 fir 0<x<2,5

Im Folgenden wird in vergleichbaren Fallen immer nur eine von zwei oder mehreren L&sungen angegeben.



0 ={x—‘| fir -1,5<x<0,5 ) %Xs s ::9r ;0’5 ixsg 1
x+05 fir 0,5<x<2 U B
x-3 fir 3<x<4,5
_ ] —x fir x<0 ) =x+1 fir x <1
S a) y_{x fir x>0 b) ¥ {x—1 fir x> 1
9 ={—2x—2 fur x <1 Q) [ -2x+2 fir x<0
2x + 2 far x > -1 Y=1 2x+2 fur x>0
x*-1 flr x<-1 X3 +x fur x<-1
e y= {1-% fur -1 <x<1 f) x3-x fir -1<x<0
x2=1 fur x>1 Y= x®+x fur 0<x<1
xB-x  fur x>1
Aufgaben zu 5.2
1.
Anndherung von links an Anndherung von rechts an
P@2 | 8) P2 |8)
y =x° y = 2x2
. Q (2-h| (2-h)p® Q (2+h | 2(2+h)?
Wahl eines Punkts Q | | Q (o-h | -n%+6h2-12h+8) | d.h. Q (2+h |8 + 8h + 2h?)

Differenz der y-Wer-
te von Q1 und P

(-h® +6h?-12h + 8) -8

(8+8h+2h%-8

Differenz der x-Wer-

te von Q: und P @-h-2=-h @+h-2=h
. . 3 2 2

Quot_|ent. —h” +6h" -12h _ h2—6h + 12 8h+2h" _ 8+2h

y — Differenz -h

x — Differenz

Grenzwert fir h>0

Ihing (h?*-6h+12) =12

lim (8+2h) = 8

Die Funktion ist im Punkt (2|8) nicht differenzierbar, weil links- und rechtsseitiger Grenz-

wert nicht Ubereinstimmen.



Annéherung von links an Annaherung von rechts an P(2
P@[4) | 4)
y=15x2-2 y = 0,5x°
Q@2-h|1,5@2-h)2-2 Q (2+h | 0,5(2+h)®

Wahl eines Punkts Q

d.h. Q@2-h |1 5h2—6h+4) d.h. Q (2+h | 0,5h®*+3h?+6h+4)
Differenz der y-Wer- 2 _ 3 5 _
te von Q; und P (1,5h*-6h + 4) -4 (0,5h°+ 3h*+ 6h + 4) - 4
Differenz der x-Wer-
te von Qs und P (2-h)-2=-h @+h-2=h
H . 2 3 2
Quot!ent. 15h? — 6h — _15h+6 0,5h® +3h? +6h — 0.5h2+3h+6
y — Differenz —h h
x — Differenz
Grenzwert fir h>0 lim (-15h+6)=6 lim (05h* +3h+6) =6

Die Funktion ist im Punkt (2|4) differenzierbar, weil links- und rechtsseitiger Grenzwert
Ubereinstimmen.

Aufgaben zu 5.3

1. a) xo=1 Linker und rechter Grenzwert stimmen nicht Gberein.
b) xo=0 Funktion ist an der Stelle xo nicht definiert.
c) xo=1 Linker und rechter Grenzwert stimmen nicht mit dem Funktionswert Uberein.
d) xo=2 Funktion ist an der Stelle xo nicht definiert.

b) stetig, aber nicht differenzierbar
d) nicht stetig

2. a) nicht stetig
¢) nicht stetig

Wiederholungsaufgaben

ox v 4 fir 0< 5 2x fir 0 <x<-1
-2X + ir 0<x< .
1. = b =< 2 fir 1<x<2
3y {O,Sx fiir 2 <x <45 )y x+d fir 2<x<4
X+ 2 fir x<2 X =2 fir x<0
2, = S R
Qv {X—Z flir x> 2 b) y_{x—2 fir x>0
x2-1  fur x<-1
c) y=19 x*+1 fur -1<x<1
x2—-1 fur x=>1

Xo =2 Funktion ist an der Stelle xo nicht definiert.

b) xo=2 Linker und rechter Grenzwert stimmen nicht Uberein.
c) xo=2 Funktion ist an der Stelle xo nicht definiert.



Register

Ableitung
~ einer Funktion L3:S.2
~ einer ganzrationalen Funktion L4:S.6
~vony=c L4:S.6
~vony = x L3:S.7
~vony =x L3:S.3
~vony=x L3:S.3
~vony=x' L3:S.6
~vony=X" L3:S.8
~vony=% L4:S.8
~vony =yx L4:S. 8
~Von y = oS X L4:S. 11
~vony = sin x L4:S.10
5 Schritte, die zur Ableitung flihren L3:S.5f; L4:S.7; L5:S.5ff
Ableitungsfunktion L3:S.3
abschnittweise definierte Funktion L5:S. 2
Asymptote L2:S.2,S.9
Betragsfunktion L5:S. 4
Definitionslicke L2:S.7
hebbare Definitionslicke L2:S. 11
Differenzialquotient L3:S.2
differenzierbar L5:S. 8
Faktorregel L4:S.2
ganzrationale Funktion L4:S. 4
Grenzwerte von Funktionen fir x>Xxg L2:S.7
lim-Schreibweisen L5:S. 12
Grenzwerte von Funktionen flir x> + « L2:S.2
Grenzwertsatze L2:S.3; L2:S.10
Grundableitungsregel L3:S.8
mittlere Geschwindigkeit L1:S.3
Momentangeschwindigkeit L1:S.4
Pol L2:S.9
Polynom L4:S. 4
Polynomfunktion L4:S. 4
Potenzregel L3:S.8
Steigung
graphische Bestimmung der Steigung L1:S.4
~ der Normalparabel L1:S.5,S.11; L3:S.2
~ des Graphen von y=x° L1:S. 11
~ einer Geraden L1:S.3
~ eines Graphen L1:S.4
stetig L5:S.9
Summenregel L4:S.5
Tangentensteigungsfunktion L3:S.3
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